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RESUMO

Este trabalho teve como objetivo principal analisar as contribui¢des da Teoria do Ensino
Desenvolvimental e da Investigacdo Matematica com o GeoGebra no processo de ensino-
aprendizagem da elipse na 3* série do Ensino Médio. Buscando alcangar esse objetivo, foi
elaborado um experimento didatico-formativo com um problema gerador, baseado nos
pressupostos do nosso referencial tedrico. Esta pesquisa foi pautada nos pressupostos da
abordagem qualitativa e da pesquisa-agdo. A coleta de dados foi realizada durante a aplicagdo
do experimento didatico-formativo no Colégio Estadual Rafael Nascimento na cidade de
Montividiu — GO, por meio da observagao e registros do Professor-Pesquisador. De acordo com
a analise dos dados, constatou-se que a pesquisa contribui para o desenvolvimento mental do
aluno e consequentemente para o seu protagonismo no processo de ensino-aprendizagem de

Matematica.

Palavras-chave: Teoria do Ensino Desenvolvimental; Investigagdo Matematica; Geogebra;

Elipse.



ABSTRACT

The main objective of this work was to analyze the contributions of the Theory of
Developmental Teaching and Mathematical Investigation with GeoGebra in the teaching-
learning process of the ellipse in the 3rd year of High School. Seeking to reach this objective,
a didactic-formative experiment was elaborated with a generator problem, based on the requests
of our theoretical reference. This research was based on the assumptions of a qualitative
approach and action research. Data collection was carried out during the application of the
didactic-formative experiment at Colégio Estadual Rafael Nascimento of Montividiu — GO,
through observation and records made by the Professor-Researcher. According to the data
analysis, it was found that the Theory of Developmental Teaching and Mathematical Research
with GeoGebra contribute to the student's mental development and consequently to their role

in the teaching-learning process of Mathematics.

Keywords: Theory of Developmental Teaching; Mathematical Investigation; Geogebra;

Ellipse.
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1 INTRODUCAO

A motivagdo para o desenvolvimento desta pesquisa surgiu dos resultados alcancados
em pesquisas no Programa Institucional de Bolsas de Iniciacao Cientifica (PIBIC) e no Trabalho
de Conclusdo de Curso (TCC), no curso de Licenciatura em Matematica do Instituto Federal de
Educagao, Ciéncia e Tecnologia de Goias — Campus Goiania. Nesses trabalhos foram realizadas
pesquisas bibliograficas em Geometria Analitica, com foco nas Sec¢des Conicas e suas
aplicagdes em algumas areas do conhecimento.

Nessas pesquisas foram analisadas as abordagens das Se¢des Conicas na literatura de
Geometria Analitica e Calculo Diferencial e Integral. Durante a analise da teoria, observamos
que as se¢des conicas sdo abordadas, majoritariamente, sob o enfoque das equagdes algébricas
e verificamos como uma abordagem pautada no tratamento geométrico das conicas poderia
otimizar o estudo desses objetos matematicos, articulando as linguagens algébrica e geométrica.

O interesse em pesquisar na area da Educacdo Matematica surgiu devido a busca em
vincular matematica com a realidade dos alunos e sua relacdo com as diversas areas do
conhecimento, pois acredita-se que utilizar novas tendéncias e teorias pedagogicas podem
proporcionar, ao aluno, o protagonismo no desenvolvimento de seu conhecimento,
consequentemente, otimizar o processo de ensino-aprendizagem de Matematica.

Decidi escolher como tema, para esta pesquisa, o processo de ensino-aprendizagem da
elipse baseado na Teoria do Ensino Desenvolvimental e na Investigagdo Matematica com o
GeoGebra, haja visto que diversas pesquisas relacionam a Teoria do Ensino Desenvolvimental
a Educagdo Matematica. Podemos ressaltar as pesquisas desenvolvidas no Programa de Pos-
Graduacdo em Educagdo da Pontificia Universidade Catolica de Goias e do Programa de Pos-
Graduagdo em Educacao para Ciéncias e Matematica do Instituto Federal de Educagdo, Ciéncia
e Tecnologia de Goids que ja relacionaram diversos objetos matematicos com a Teoria do
Ensino Desenvolvimental, como: geometria, fungdes, matrizes, determinantes, algebra linear,
entre outros.

Utilizamos, como referencial tedrico para nossa pesquisa, a Teoria do Ensino
Desenvolvimental e a Investigagdo Matematica com o GeoGebra. Visto que, ultimamente
diversas pesquisas adotaram esses temas como metodologia de ensino de Matematica.

Para que nossa pesquisa se configurasse foi necessaria a aplicagdo de um experimento
didatico-formativo na 3* série do Ensino Médio do Colégio Estadual Rafael Nascimento, em

Montividiu — GO. Aplicamos, nesse periodo, um experimento didatico-formativo que fazia uso
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da metodologia de Investigagdo Matematica com o GeoGebra e da Teoria do Ensino
Desenvolvimental.

A teorizacdo do Ensino Desenvolvimental possui convergéncias em relagdo a
Investigacdo Matemadtica com o GeoGebra pois, ambas foram utilizadas em pesquisas que
apontaram em seus resultados o desenvolvimental mental do aluno e o seu protagonismo no
processo de ensino-aprendizagem de objetos matematicos.

Diante do que foi exposto, procuramos responder a seguinte questdo: Como a
Investigacdo Matematica com o GeoGebra, baseada nos pressupostos da Teoria do Ensino
Desenvolvimental, poderia contribuir para o processo de ensino-aprendizagem da elipse, na 3*
série do Ensino Médio do Colégio Estadual Rafael Nascimento?

Diante disso, o principal objetivo desta proposta de pesquisa ¢ analisar como a
Investigacdo Matematica com o GeoGebra, baseada nos pressupostos do Ensino
Desenvolvimental, poderia contribuir para o ensino da elipse na 3? série do Ensino Médio, e
consequentemente no desenvolvimento mental do aluno.

Para alcancarmos nosso objetivo, esta pesquisa foi pautada nos pressupostos da
abordagem qualitativa e orientada na Teoria do Ensino Desenvolvimental. E, como resultado
(produto educacional da nossa pesquisa) elaboramos um experimento didatico-formativo,
composto pela apresentagdo de uma analise critica da nossa experiéncia; e, orientagdes para que
outros professores possam relacionar a Teoria do Ensino Desenvolvimental e a Investigagdo
Matematica com o GeoGebra, e colocar em pratica essa forma de ensinar Matematica,
enfatizando este trabalho como uma nova perspectiva de ensino de Matematica.

A pesquisa de Davydov (1930-1998), referente ao Ensino Desenvolvimental, tinha
foco na atividade de estudo, tendo o conhecimento tedrico como base. Essa teoria ¢ um
desdobramento da aplicacdo pedagogica da teoria historico-cultural, “fundada por Vygotsky
(1896-1934) e desenvolvida por Luria (1902-1977), Leontiev (1903-1979), Galperin, Elkonin
(1904-1984), entre outros colaboradores” (LIBANEO; FREITAS, 2015, p.327).

Para Davydov, o estudo em ambientes escolares, se organizado, pode contribuir para
o desenvolvimento mental da crianca, sendo a formagao de conceitos cientificos uma etapa
importante do processo de conhecimento, € 0o pensamento tedrico, a etapa superior deste
processo. E mais, fundamentado na teoria historico-cultural de Vygotsky, elaborou o método do
experimento didatico-formativo com o objetivo de “investigar os processos de surgimento de
novas formagdes mentais nos alunos durante a atividade de estudo” (LIBANEO; FREITAS,

2015, p.340).
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Em termos de pesquisa educacional, os procedimentos de um experimento didatico-
formativo, de acordo com Oliveira (2010), assemelham-se aos de uma pesquisa-agao, pesquisa-
intervengdo ou pesquisa-participante. Nesse método de pesquisa, o “investigador ao mesmo
tempo deixa fluir o desempenho do sujeito, sem aprisiona-lo numa situagdo experimental muito
estruturada, e interfere com perguntas e propostas de tarefas para provocar comportamentos
relevantes por parte do sujeito” (OLIVEIRA, 2010, p. 67).

Diante do que foi exposto, esta pesquisa foi estruturada em sete capitulos, apresentados
a seguir. No capitulo 1, temos a presente introdugdo, que faz uma apresentacdo de todo o
processo de investigagdo da pesquisa, da motivacao da pesquisa e como o texto foi organizado.
O capitulo 2 apresenta o referencial tedrico dessa pesquisa, onde abordamos o Materialismo
Historico-Dialético (Marx e Engels), a Teoria Historico-Cultural (Vygostky), a Teoria da
Atividade (Leontiev) e o Ensino Desenvolvimental (Davydov). Ja no capitulo 3, mostramos a
historia das se¢des conicas e os tratamentos algébricos e geométricos da Elipse. No capitulo 4,
apresentamos o software de Matematica Dindmica GeoGebra e a Investigagdo Matematica com
o Geogebra, no capitulo 5, destacamos os aspectos metodologicos desta pesquisa, por meio da
caracterizagdo da pesquisa, do local, os participantes, a teoria sobre o experimento didatico-
formativo e os instrumentos de coletas de dados. No capitulo 6, apresentamos a descrigao,
andlise e resultados de cada etapa do experimento didatico-formativo desenvolvido. E, no
capitulo 7, apresentamos as consideracdes finais, momento em que retomamos as perguntas

norteadoras para a apresentacao dos resultados da pesquisa.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Neste capitulo, apresentamos alguns fundamentos teéricos: o Materialismo Historico-
Dialético, a Teoria Historico-Cultural, a Teoria da Atividade e por fim, apresentamos a Teoria
do Ensino Desenvolvimental.

O materialismo histdrico-dialético ¢ uma teoria que surgiu a partir dos trabalhos de
Karl Marx e Friedrich Engels, que buscavam explicar as relagdes sociais e a dinamica do
desenvolvimento historico. Essa teoria afirma que as relagdes sociais, politicas € econdmicas
de uma sociedade sao determinadas pelas condi¢des materiais existentes naquele momento
historico.

A Teoria Histérico-Cultural é uma abordagem que se baseia nos estudos do psicologo
e pedagogo russo Lev Vygotsk e foi pautada nos pressupostos do materialismo historico-
dialético. Essa teoria afirma que o desenvolvimento humano ¢ um processo historico e
culturalmente determinado, que ocorre através da interagao entre o individuo e o meio social e
cultural em que esta inserido.

Ja a Teoria da Atividade parte do pressuposto de que a atividade humana ¢ o principal
meio pelo qual o ser humano se relaciona com o mundo e transforma a realidade ao seu redor.
Ateoria da atividade entende que a atividade humana ¢ sempre realizada em um contexto social,
cultural e historico, e que ¢ influenciada por fatores externos, como normas, valores, habitos e
costumes

No Ensino Desenvolvimental a aprendizagem € um processo continuo, que ocorre ao
longo de toda a vida, e que estd diretamente relacionado ao desenvolvimento humano. Dessa
forma, o foco do ensino ndo estd apenas no conteudo a ser aprendido, mas também na forma
como esse conteudo ¢ aprendido, tendo em vista a promocao do desenvolvimento integral do
estudante.

Considerando que a Teoria do Ensino Desenvolvimental foi desenvolvida, em
observancia dos pressupostos da teoria historico-cultural e sua matriz, o materialismo historico-
dialético, consideramos de suma importancia apresentar, uma visao geral desses topicos para

fundamentagdo e elaboracdo da pesquisa.

2.1 Materialismo Historico-Dialético

A extensa e densa obra de Karl Marx (1818-1883) e Friederich Engels (1820-1895)

concentra-se na pesquisa, analise e reflexdo das relacdes econdmicas, politicas e sociais em
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busca do conhecimento e a histéria da humanidade. As analises realizadas por Marx e Engels
sobre a sociedade, o capitalismo e as suas relagdes tiveram como base o materialismo, a historia
e a dialética.

José Paulo Netto (2002) assegura que a principal caracteristica do materialismo
histérico-dialético € a conexdo entre trés pilares fundamentais: o método dialético, que lhe
permitiu compreender o movimento contraditorio da realidade; a teoria do valor-trabalho, que
lhe permitiu, na aplicagdo do método, compreender historicamente o funcionamento da
sociedade capitalista, e a perspectiva da revolu¢do, onde a classe operaria vislumbrou sua
independéncia. Esses pilares sdo subsidiados uns pelos outros. Segundo o autor, remover um
desses pilares, ¢ mutilar o método de Marx.

Para que possamos compreender o materialismo historico-dialético € necessario
recorrer a andlise dos pilares fundamentais aplicados aos homens, a historia e a sociedade,
elaboradas por Marx e Engels ao apresentarem as conclusdes a que chegaram e que serviram

como base de suas pesquisas, resumidamente assim formuladas:

[...] os homens estabelecem relacbes determinadas, necessarias,
independentes da sua vontade, relagdes de producdo que correspondem a um
determinado grau de desenvolvimento das forcas produtivas materiais. O
conjunto dessas relagdes de producdo constitui a estrutura econdmica da
sociedade, a base concreta sobre a qual se eleva uma superestrutura juridica e
politica e a qual correspondem determinadas formas de consciéncia social. O
modo de producdo da vida material condiciona o desenvolvimento da vida
social, politica em geral. Portanto, ndo é a consciéncia dos homens que
determina o seu ser; ¢ o ser social que, inversamente, determina a sua
consciéncia (MARX, 2008, p. 46-47).

A estruturacdo do materialismo historico-dialético s6 foi possivel pela intensa
atividade politica da classe trabalhadora, principalmente pelo conhecimento historico
produzido até entdo. A histéria em seu movimento contraditorio, ganhou protagonismo em suas
analises por meio de uma perspectiva materialista e dialética. Assim, para Marx e Engels, a
classe trabalhadora se destacava como sujeitos historicos da transformacao social (PIRES,
1997).

Marx (1999) teve como base de seus estudos a produgcdo para analisar o
desenvolvimento do ser humano e a transformacdo da natureza através do trabalho. Para
entendermos o materialismo historico-dialético € necessario contextualizar a producao
apresentada em sua obra. Ele ndo limitou esse conceito ao nivel econdomico, mas, através do

entendimento do que seria a producdo, explicou o desenvolvimento humano e a sua
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humanizagdo através do processo dialético entre natureza e sociedade, entdo, a produgao
explicita a formacgao ontoldgica e socioldgica do ser humano.

Segundo Marx (2008), o desenvolvimento humano ¢ realizado através da sua
atividade, do seu trabalho, ao longo de trajetoria ontologica:

Na produgao social da propria existéncia, os homens entram em relagdes determinadas,
necessarias, independentes de sua vontade; essas relagdes de produgdo correspondem a um grau
determinado de desenvolvimento de suas forgas produtivas materiais. A totalidade dessas
relacdes de producdo constitui a estrutura econdmica da sociedade, a base real sobre a qual se
eleva uma superestrutura juridica e politica e a qual correspondem formas sociais determinadas
de consciéncia. O modo de produ¢do da vida material condiciona o processo de vida social,
politica e intelectual. Nao ¢ a consciéncia dos homens que determina o seu ser; ao contrario, €
o seu ser social que determina a sua consciéncia (MARX, 2008).

Portanto, ¢ a dialética de Marx, construcao légica do método que fundamenta o
pensamento marxista. Assim, o materialismo histérico-dialético ¢ um método de interpretagao
da realidade, visao de mundo e praxis. Ele ¢ caracterizado pelo movimento do pensamento pela
materialidade historica da vida dos homens em sociedade. Marx

[...] A investigacdo tem de apoderar-se da matéria, em seus pormenores, de
analisar suas diferentes formas de desenvolvimento e de perquirir a conexao
intima que ha entre elas. S6 depois de concluido esse trabalho ¢ que se pode
descrever, adequadamente, o movimento real. Se isto se consegue, ficara
espelhada no plano ideal a vida da realidade pesquisada, que pode dar a
impressdo de uma construgdo a priori. Meu método dialético, por seu
fundamento, difere do método hegeliano, sendo a ele inteiramente oposto.
Para Hegel, o processo do pensamento — que ele transforma em sujeito
auténomo sob o nome de ideia — é o criador do real, ¢ o real é apenas sua
manifestacdo externa. Para mim, ao contrario, o ideal ndo € mais que o do que
o material transposto para a cabec¢a do ser humano e por ela interpretado
(MARX, 2019, p. 28).

Desse modo, considerar o materialismo historico-dialético como instrumento teorico
e metodologico para a interpretacdo da realidade, significa compreender esse processo de

interpretacdo e analise que vai do empirico ao concreto pelo movimento do pensamento.

2.2 Teoria Historico-Cultural
A filosofia de Marx e Engels, ao inverter o modelo dialético hegeliano, definindo como
causas do desenvolvimento historico as condi¢des materiais de existéncia ¢ nao mais as ideias,

provocou uma reviravolta nas pesquisas antropoldgicas, abrindo espaco para o estudo dos
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fendmenos psicoldgicos. Vygotsky, em suas pesquisas, procurava elaborar categorias e
principios para desenvolver uma teoria psicologica que abarcasse o psiquismo humano,
fundamentando-se no materialismo historico-dialético de Marx. Sendo assim, tinha como
motivagdo em sua obra identificar o mecanismo do desenvolvimento de processos psicologicos
no individuo por meio da experiéncia social e cultural (VYGOSTKY, 1988).

O materialismo historico-dialético, entendido como método mais coerente de leitura
da realidade em seu desenvolvimento historico foi de suma importancia para estabelecer um
modelo cientifico de pesquisa dos fendomenos psiquicos. Vygotsky ndo tinha a inteng@o apenas
de citar o marxismo em pesquisa, mas apropriar-se do método dele para avangar em
profundidade tedrica e pratica de seus estudos.

A estruturagdo da psicologia marxista era vista por Vygotsky ndo como o nascimento
de mais uma entre as correntes da psicologia, mas sim como o processo de constru¢ao de uma
psicologia verdadeiramente cientifica. Ele entendia como necessaria uma teoria que realizasse
a mediagdo entre o materialismo historico-dialético, enquanto filosofia e os estudos sobre os
fendmenos psiquicos concretos. Portanto, o materialismo historico-dialético permitiu a
Vygotsky ir do abstrato para chegar ao ponto concreto na perspectiva da totalidade
(GONZALEZ, 2012).

Desse modo, Vygotsky iniciou seus estudos para a elabora¢do da Teoria Histdrico-
Cultural ao desafiar as correntes psicologicas em vigor. A Teoria Historico-Cultural foi criada
pelo russo Lev Semyonovich Vygotsky (1896-1934), o qual teve Aleksandr Romanovitch Luria
(1902-1977) e Aleksei Nokolaevitch (1903-1979) como parceiros de trabalho, com o objetivo
de criar uma abordagem dos processos psicologicos humanos a partir do quadro tedrico do
materialismo historico-dialético. Em contraposigdo a essas correntes, Vygotsky, ao explicitar a
constituicdo historico-social do desenvolvimento psicologico humano no processo de
apropriacdo da cultura mediante a comunicacdo com outras pessoas, destacou que as
caracteristicas humanas nao estdo presentes desde o nascimento do individuo, mas resultam na
interagdo dialética do homem com o seu meio histérico-cultural. Segundo Vygotsky (2001), o
desenvolvimento cultural, o desenvolvimento historico e o desenvolvimento social sao as for¢as
motrizes de todas as fun¢des mentais humanas.

Para explicar o desenvolvimento da mente humana como construc¢ao socio-histdrica e
cultural, Vygotsky buscou, no conceito de atividade, desenvolvido por Marx (1974),
compreender as relagdes existentes entre o sujeito € o objeto e, identificar na ciéncia

contemporanea pela l6gica dialética. A atividade, cuja expressdao maior ¢ o trabalho, pode ser
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destacada como a principal mediagdo nas relagdes que os homens estabelecem entre si com o
mundo objetivo.

Assim, podemos concluir que, na relagdo mediada pelos instrumentos de trabalho e
pela sociedade, os homens agem sobre a natureza, modificando-a e por ela sendo modificados.
Nesse processo, o trabalho humano como atividade social e coletiva, que se realiza por meio da
utiliza¢ao de instrumentos com os quais os homens agem sobre a natureza, leva a modificagao
da atividade psiquica, a partir da atividade externa, que se transforma atividade da consciéncia.
Logo, o desenvolvimento do pensamento, como conhecimento humano, ocorreu em unido com
o desenvolvimento da consciéncia social por meio da atividade da pratica humana de
transformagdo da natureza. Segundo Leontiev (2004, p.94), “a consciéncia ¢ o reflexo da
realidade, refratada através do prisma das significacdes e dos conceitos linguisticos, elaborados
socialmente”.

Nesse processo dialético do desenvolvimento do psiquismo humano, em que a cultura
¢ apropriada mediante a comunicagdo com outras pessoas, as fungdes psiquicas superiores nele
envolvidas se efetivam primeiramente na atividade interpessoal que, por consequéncia, sao
internalizadas pela atividade individual, regulada pela consciéncia. Assim, as fungdes
psicologicas superiores possuem origem sociocultural e afloram de processos psicologicos
elementares, de origem bioldgica (TOSTA, 2012).

As fungdes bioldgicas ndo desaparecem com a emergéncia das culturas, mas adquirem
uma nova forma de existéncia: elas sdo incorporadas na histéria humana. Afirmar que o
desenvolvimento humano ¢ cultural equivale, portanto a dizer que ¢ histérico, ou seja, “traduz
o longo processo de transformacdo que o homem opera na natureza e nele mesmo como parte
dessa natureza” (PINO, 2000, p.51).

Vygotsky ndo nega a interferéncia dos processos psicologicos elementares, de origem
biologica, no desenvolvimento das fung¢des psicoldgicas superiores, mas afirma que o
desenvolvimento humano ¢ cultural. Assim, o desenvolvimento das fung¢des superiores ¢
historico, que expressa o processo de transformagdo que o homem opera na natureza e nele
mesmo como parte dessa natureza. Como ressalta:

Podem-se distinguir, dentro de um processo geral do desenvolvimento, duas
qualitativamente diferentes de desenvolvimento, diferindo quanto a sua
origem: de um lado, os processos elementares, que sdo de origem biologica;
de outro, as fungdes psicoldgicas superiores, de origem sociocultural. A
historia do desenvolvimento das fungdes psicologicas superiores seria
impossivel sem um estudo de sua pré-historia, de suas raizes biologicas, e de
seu arranjo organico (VYGOTSKY, 1991, p.35).
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Vygotsky (1988) considera o periodo da infancia de suma importancia para o estudo
da psicologia, ele acredita que ¢ na infincia o momento de entender o desenvolvimento social.
Ele entende que o desenvolvimento da crianga depende de um processo de maturagdo do
organismo. Segundo ele:

Desde os primeiros dias do desenvolvimento da crianga, suas atividades adquirem um
significado proprio num sistema de comportamento social e, sendo dirigidas a objetivos
definidos, sdo refratadas através do ambiente da crianga. O caminho do objeto até a crianca e
desta até o objeto passa através de outra pessoa. Essa estrutura humana complexa é o produto
de um processo de desenvolvimento profundamente enraizado nas ligacdes entre historia
individual e histdria social (VYGOTSKY, 1981).

Assim, a linguagem ¢ uma das primeiras ferramentas utilizadas pela crianga, uma
conquista extremamente importante para a crianca, a utilizacdo dessa ferramenta promove o
individuo a buscar seus objetivos através de ferramentas auxiliares. O alcance desse
conhecimento ¢ realizado através do contato social. A partir do momento que a crianga dialoga
com individuos de diferentes mentalidades, mas de mesma cultura, processos mentais sao
desencadeados, ampliando o seu pensamento e a comunicagio, através da linguagem. E por
meio da palavra que surge o pensamento e que o homem pode comunicar-se, sendo uma palavra
carregada de significado, o qual ¢ uma func¢do da linguagem e do pensamento (VYGOTSKY,
1991).

Segundo Rego (2007), Vygotsky concebe a conquista da linguagem como fator
imprescindivel no desenvolvimento do individuo. Durante o desenvolvimento do individuo a
linguagem possui um papel de extrema importancia no processo de aprendizado, pois que as
formas avangadas de pensamento estdo na cultura e sdo transmitidas através da linguagem oral.
A autora também ressalta que € através do desenvolvimento da linguagem escrita e falada que
o individuo adquire diversas maneiras de se relacionar com a sociedade.

O desenvolvimento humano tem dependéncia direta com o aprendizado determinado
pelas relagdes culturais, entdo a aprendizagem € um movimento que antecede o
desenvolvimento. Os estudos de Vygotsky mostram dois niveis de desenvolvimento: o nivel de
desenvolvimento real, constituido pelas fun¢des mentais que se estabeleceram como resultados
de ciclos de desenvolvimento ja completados e o nivel de desenvolvimento potencial,
caracterizado pelas situagcdes que podem ser apropriadas pelo individuo. A lacuna entre esses

dois niveis € caracterizada como zona de desenvolvimento proximal, na qual estdo
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contempladas as fungdes mentais que ainda ndo amadureceram, mas que poderao amadurecer
e se tornar o nivel de desenvolvimento real. Entdo, “o nivel de desenvolvimento real caracteriza
o desenvolvimento mental retrospectivamente, enquanto a zona de desenvolvimento proximal
caracteriza o desenvolvimento mental prospectivamente (VY GOTSKY, 1991, p. 58).

Diante disso, formar o conceito cientifico ¢ o processo pelo qual a zona de
desenvolvimento proximal deve passar para se tornar um nivel de desenvolvimento real. Esse
processo se inicia com a obtencdo da relagdo universal, da esséncia desse conceito e ¢ obtida
pela andlise do desenvolvimento historico do objeto real que condiz com o conceito a ser
formado. Cada objeto possui uma palavra que o denomina, sendo ela carregada de sentidos e
significados que sdo historicamente construidos, entdo esses sentidos e significados se
transformam com as variagdes culturais ao longo da historia.

Para Vygotsky (2001, p. 400-401), “no curso do desenvolvimento histérico da palavra
modificam-se tanto o contetido concreto da palavra quanto o proprio carater da representacao e
da generalizacdo da realizada na palavra”.

Nesse sentido, Vygotsky (1984, p.98 apud REGO, 2007, p.74) argumenta que a zona
de desenvolvimento proximal hoje, sera o de desenvolvimento real amanha, pois “aquilo que
uma crianga pode fazer com assisténcia hoje, ela serd capaz de fazer sozinha amanha”.

Assim, pensar o objeto de estudo ¢ pensd-lo em seu desenvolvimento historico,
cerceado do contexto em que surgiu e se desenvolveu até chegar a n6s como um produto da
ciéncia que, cientificamente, estd concluido, porém, estd em constante processo de
transformagao por meio das abstragdes e generalizagdes subjetivas do individuo, mediadas por
seus instrumentos que estimulam o desenvolvimento.

Vygotsky (1988) objetivou desenvolver um método para compreender a natureza do
ser humano pelo seu contexto histdorico. Seu fundamento ¢ que o ser humano pode interiorizar
seus momentos vividos e isso se transforma em mudangas qualitativas e quantitativas
psicologicamente, mostrando que o meio cultural do individuo, o psicoldgico e o biologico sao
interiorizadas e se transformam em processos superiores e insere o individuo no contexto social.
Desse modo, ao elaborar uma teoria que compreende a natureza do comportamento humano
como parte do desenvolvimento historico, Vygotsky ofereceu expressivas contribui¢des para o
cenario pedagdgico no sentido de transpor a visdo mecanizada de ensino, aprendizagem e
desenvolvimento, dando alternativas para formacao cientifica no plano pedagdgico.

Diante disso, Vygotsky entende como essencial um ensino voltado para a compreensao

e o entendimento, ja& que o individuo s6 desenvolve porque aprende, entdo ele soO tera
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oportunidade de se desenvolver socialmente, culturalmente e historicamente através da inser¢ao
em um ambiente de aprendizagem.

A escola desempenhard bem seu papel, na medida em que, partindo daquilo que a
crianga ja sabe (o conhecimento que ela traz de seu cotidiano, suas ideias a respeito dos objetos,
fatos e fendOmenos, suas “teorias” acerca do que observa no mundo), ela for capaz de ampliar e
desafiar a constru¢ao de novos conhecimentos, na linguagem vygotskyana, incidir na zona de
desenvolvimento potencial dos educandos. Desta forma podera estimular processos internos
que acabarao por se efetivar, passando a constituir a base que possibilitara novas aprendizagens
(REGO, 2007).

O ambiente escolar deve ser propicio para a transi¢cao dos conceitos espontaneos para
os conceitos cientificos, proporcionando o protagonismo do desenvolvimento ao aluno, através
da mediagdo do professor. Vygotsky ressalta em sua obra a importancia do ambiente escolar
para a assimilacdo de conceitos, principalmente os cientificos, através de atividade de

investigacgao.

2.3 Teoria da Atividade

Tendo como referencial tedrico e metodologico o materialismo historico-dialético,
Leontiev utilizou, assim como Marx (1989) a atividade vital humana — o trabalho — como a base
para o estudo da sociedade e das relagdes sociais entre os homens.

Em sua principal obra sobre atividade, Leontiev constitui a atividade como a unidade
molecular da vida humana que tem por objetivo orientar o sujeito no mundo objetivo:

A atividade ¢ uma unidade molecular, ndo uma unidade aditiva da vida do sujeito
corporal, material. Em um sentido mais estrito, quer dizer, a nivel psicoldgico, ¢ a unidade da
vida mediada pelo reflexo psicoldgico, cuja fungdo real consiste em que orienta ao sujeito no
mundo objetivo. Em outras palavras, a atividade ndo ¢ uma reagdo nem um conjunto de reagdes,
mas um sistema que tem estrutura, suas transi¢des e transformacgdes internas, seu
desenvolvimento (LEONTIEV, 1978, p. 66-67).

Leontiev, ao destacar uma sintese dessa relacao entre sociedade, trabalho e natureza,
escreve:

O trabalho se efetua em condi¢des de atividade comum coletiva, de modo que o
homem, no seio deste processo, ndo entre apenas numa relagdo determinada com a natureza,

mas com outros homens, membros de uma dada sociedade. E apenas por intermédio desta
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relagdo a outros homens que o homem se encontra em relagdo com a natureza (LEONTIEV,

2004, p.80).

Leontiev define a atividade como o processo produtor, mediado pelo reflexivo
psiquico da realidade, responsavel por concretizar as relagdes de carater objetivo/subjetivo do
homem com o mundo e com o género humano e satisfazer suas necessidades, promovendo,
assim, seu desenvolvimento integral e garantindo a produgao e reprodugao de sua vida material
(LEONTIEV,1978).

A Teoria da Atividade considera o outro como participante ativo no desenvolvimento
do sujeito, também aportada nos principios do materialismo historico-dialético. Para Marx, o
ser humano ¢ resultado de um “[...] entrelacamento do aspecto individual, no sentido biologico,
social e no sentido cultural” (MORETTI; ASBAHR; RIGON, 2011, p. 478).

A atividade s6 existe por meio de acdes, que podem fazer parte de distintas atividades
e uma mesma atividade pode gerar distintas acdes.

Os elementos estruturantes da atividade sdo: necessidade, motivo, agao e operagao. O
motivo € regido por uma necessidade, que mobiliza as a¢des, as quais estdo subordinadas a
objetivos e dependem das condi¢des para a sua realizacdo por meio das operacdes, que nada
mais sdo que os modos de realizagdo da acdo. (MORAES; MOURA, 2009, p. 108).

Desse modo, ¢ necessario estruturar o ensino de forma em que os conhecimentos
elaborados historicamente pela humanidade possam ser apropriados por seus alunos. Além
deste conhecimento especifico, a crianga deve estar em um espago propicio a assimilacao de

outras caracteristicas como: reflexdo, criticidade, criatividade e cooperacao.

2.4 Teoria Historico Cultural

Vasili Vasilievich Davydov (1930-1988) foi membro da Academia de Ciéncias
Pedagoégicas, doutor em Psicologia, professor universitario e integrou conceitos dos psicologos
russos que desenvolveram pesquisas iniciadas por Vygotsky. Para o autor:

[...] a tarefa da escola contemporanea ndo consiste em dar as criangas uma
soma de fatos conhecidos, mas em ensina-las a orientar-se independentemente
na informagao cientifica e em qualquer outra. Isto significa que a escola deve
ensinar os alunos a pensar, quer dizer, desenvolver ativamente neles os
fundamentos do pensamento contemporadneo para o qual é necessario
organizar um ensino que impulsione o desenvolvimento. Chamemos esse
ensino de desenvolvimental (DAVYDOV, 1988, p. 3).
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A partir das obras do grupo de estudos de Vygotsky, dedicou-se a estruturacao tedrica
da atividade de estudo, propondo um modo organizacional do ensino especifico para o
desenvolvimento intelectual do aluno. Neste modo, o conteudo da atividade de estudo € o

pensamento teodrico. Libaneo (2008, p. 61) esclarece que o pensamento tedrico ou conceito:

[...] ndo se refere apenas as caracteristicas e propriedades dos fendmenos em
estudo, mas a uma agdo mental peculiar pela qual se efetua uma reflexao sobre
um objeto que, a0 mesmo tempo, € um meio de reconstrugdo mental desse
objeto no pensamento.

Nesse sentido, pensar teoricamente ¢ desenvolver processos mentais pelos quais
chegamos aos conceitos e os transformamos em ferramentas para fazer generalizagdes
conceituais e aplica-las a problemas especificos.

Assim, o planejamento do ensino tem como objetivo a assimilagdo, pelos alunos, do
processo investigativo utilizado para a criacdo dos conceitos, incorporados através dos
processos historico e cultural de sua producdo. Desse modo, mediante a aprendizagem de
conceitos teoricos, tomados pelas capacidades humanas formadas historicamente na cultura
material e social, os alunos interiorizam ag¢des mentais de abstragdo e generalizacdo
relacionados ao objeto de estudo. Para Davydov (1988), o objetivo principal da atividade de
ensino ¢ o pensamento tedrico, sendo que € por meio de sua aquisicdo que se estrutura o
pensamento através da formacao de conceitos e, por consequéncia, o desenvolvimento psiquico
da crianga.

A dinamica deste processo envolve a formagdo de conceitos tedricos para além dos
conceitos empiricos, cuja peculiaridade consiste em promover, por meio do ensino, o
desenvolvimento do pensamento dos alunos, introduzindo-os no dominio do carater abstrato e
generalizante dos saberes, de modo que aprendem formando abstragdes, generalizagdes e
conceitos, que constituem a base do processo de desenvolvimento do pensamento tedrico dos
alunos.

Assim como Vygotsky, Davydov compreende que as especificidades humanas ndo sao
dadas biologicamente, mas pela relacdo simbdlica do individuo com a cultura a qual esta
inserido. Assim, a atividade de ensino pode proporcionar a formag¢do humana promovendo a
compreensdo e o conhecimento dos objetos culturais em suas rela¢des de significacao.

Entdo, a atividade de aprendizagem escolar da crianca ¢ relacionada a metodologia de

ensino do conhecimento cientifico, com o percurso do abstrato ao concreto. Segundo Davydov
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(1988), o conhecimento cientifico deve ser apresentado ao aluno na atividade de estudo de
forma a permiti-lo atingir o conhecimento teorico abstrato, expondo esse conhecimento de
forma que o escolar, através da atividade, consiga compreender as especificidades do objeto em
estudo. O autor ressalta:

Embora o pensamento das criancas tenha alguns tracos em comum com o
pensamento dos cientistas, artistas, filésofos da moral e tedricos do direito, os
dois ndo sdo idénticos. As criancas em idade escolar ndo criam conceitos,
imagens, valores e normas de moralidade social, mas apropriam-se deles no
processo da atividade de aprendizagem. Mas, ao realizar esta atividade, as
criangas executam acdes mentais semelhantes as agdes pelas quais estes
produtos da cultura espiritual foram historicamente construidos. Em sua
atividade de aprendizagem, as criangas reproduzem o processo real pelo qual
os individuos vém criando conceitos, imagens, valores ¢ normas. Portanto, o
ensino de todas as matérias na escola deve ser estruturado de modo que, como
escreveu llenkov, “seja reproduzido, de forma condensada e abreviada, o
processo historico real da génese e desenvolvimento do conhecimento”.
(DAVYDOV, 1988, p. 95).

Tendo como orientagdo uma teoria para o desenvolvimento da crianca em idade
escolar, Davydov colocou como questdo principal o desenvolvimento de novas formagdes
mentais na crianga através da atividade de estudo, utilizando o conceito da zona de
desenvolvimento proximal de Vygotsky.

Como explicam Libéneo e Freitas (2013), o principal desafio para Davydov era buscar
uma metodologia de ensino que promovesse o avanco da zona de desenvolvimento proximal
das criangas, considerando que o ensino eficiente ¢ aquele que se adianta ao desenvolvimento,

sendo improdutivo o conhecimento de niveis ja atingidos.
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3 ESTUDO DA ELIPSE

Neste capitulo apresentamos a histéria das conicas e os tratamentos algébrico e
geométrico da elipse. Na atividade de ensino, o 16gico-historico tem como principal objetivo
auxiliar o pensamento, tanto do professor, quanto dos alunos, a movimentarem-se no sentido
de buscar verdades que sdo relativas, porque sdo definidas e redefinidas, continuamente, a partir

das especificidades de cada conceito.

3.1 Historia das Secoes Conicas

O estudo das segdes conicas e das suas propriedades geométricas comecou na Grécia,
como parte da busca pela solugdo do problema da duplicagdo do cubo. Menaecmo (350 a. C.)
resolveu o problema por meio das secdes de um cone reto de revolugdo por planos
perpendiculares a alguma das geratrizes, Menaecmo tornou-se entdo, como afirma uma carta
de Eratdstenes ao rei Ptolomeu Euergeta, o descobridor das se¢des conicas (CUNHA, 2019).

As segOes cOnicas sdo curvas com formas geométricas denominadas por elipse,
parabola e hipérbole, obtidas a partir da intersec¢ao de um cone de duas folhas e um plano com
inclinagao variada. Tais curvas possuem propriedades de reflexdo e rotacdo que as fazem
importantes em varias aplicacdes, como em Orbitas ou trajetorias de corpos celestes com base
nas Leis de Newton e Leis de Kepler (WATARI, 2003; BOCCALETTI; PUCACCO, 1996).

No inicio do periodo Alexandrino, o0 matematico grego Apolonio de Perga (262 a.C.)
produziu um trabalho de oito volumes sobre as propriedades geométricas das curvas conicas.
No fim do periodo Alexandrino, Hipacia (370 d.C.) escreveu um livro chamado “As Conicas
de Apolonio” (DEAKIN, 1994; KATZ, 1993).

Apoldnio, na sua monumental obra As Conicas, composta de oito livros dos quais
apenas o ultimo se perdeu, que desenvolveu generalizagdes, aplicou novos métodos, descobriu
e provou teoremas e praticamente exauriu as conclusoes puramente geométricas envolvidas nas
segOes conicas, facanha pela qual ficou conhecido na sua época como “O Grande Gedmetra”.

Entre as faganhas de Apolonio esta a de ter descoberto a possibilidade de se obter as
conicas a partir de qualquer secdo em qualquer cone, mesmo obliquo, partindo de um cone de
diametro geral e secdo também geral. Para tanto, foi preciso admitir o cone circular duplo,
ligado pelo vértice, e as duas folhas da hipérbole como uma tnica curva.

No inicio do século XVII, os matematicos Descartes (1596-1650) e Fermat (1601-

1665) desempenharam um papel proeminente no desenvolvimento do Calculo, aliando os
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conhecimentos da Algebra aos estudos das curvas geométricas, pois foi possivel fazer qualquer
representacao geométrica por meio de pares ordenados e na forma de suas equagdes conhecidas
atualmente (LARSON; HOSTETLER; EDWARDS, 1998).

Sejam duas retas e e g concorrentes em O e ndo perpendiculares. Se a reta e for fixa e
a reta g for girada em torno de e mantendo constante o angulo entre as retas, a reta g formara
uma superficie conica circular infinita formada por duas folhas separadas pelo vértice O, como

mostra a Figura 1 (WINTERLE, 2014).

Figura 1 — Superficie conica circular infinita formada por duas folhas.

Fonte: (WINTERLE, 2014).

As retas g e e sdo denominadas, geratriz e eixo da superficie cOnica, respectivamente.
Chama-se secdo conica, ou simplesmente conica, o conjunto de pontos que formam a interse¢ao
de um plano com a superficie conica, como ilustra a figura 2. Quando uma superficie conica é
seccionada por um plano qualquer que ndo passa pelo vértice O, a conica sera (STEWART,

2013):

* uma parabola, se o plano for paralelo a uma geratriz da superficie;

» uma elipse, se o plano ndo for paralelo a uma geratriz e interceptar apenas uma das
folhas da superficie;

* uma hipérbole, se o plano ndo for paralelo a uma geratriz e interceptar as duas folhas

da superficie.
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Figura 2 — Intersec¢oes de um cone com um plano.

clipse pardbola hipérbole

Fonte: (STEWART, 2013)

3.2 Tratamento geométrico da elipse

Defini¢ao: Elipse ¢ o lugar geométrico dos pontos para os quais a soma das distancias
a dois pontos distintos fixados ¢ igual a uma constante, maior que a distdncia entre esses pontos
(LOPES; SEIXAS, 2011).

Geometricamente podem os construir uma elipse utilizando um fio inextensivel, uma
folha de papel, um lapis e dois suportes (pregos). Utilizando o fio de comprimento 2a,
prendemos suas extremidades sobre a folha de papel em dois pontos distintos, F'/ e F2, tal que
d(Fl, F2) = 2c < 2a. Ao deslizar o lapis na folha, mantendo o fio sempre esticado, a curva

resultante sera uma elipse de eixo maior 2a, segmento focal 2c e excentricidade e = 2 (LOPES;

SEIXAS, 2011), e conforme mostra a Figura 3.

Figura 3 — Construcio da elipse utilizando um fio inextensivel.

Fonte: Lopes e Seixas (2011).
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A curva obtida satisfaz a defini¢do, pois a soma das distancias de P aos dois pontos
fixados ¢ igual ao comprimento do fio, que ¢ um valor constante ¢ maior que a distancia entre
os pontos dados. Os dois pontos fixados sdo denominados focos da elipse e o segmento
determinado por eles ¢ denominado de segmento focal.

Propriedade (Eixos de simetria da Elipse): Toda elipse admite dois eixos de
simetria: a reta suporte do segmento focal e a mediatriz do segmento, (SATO, 2004), como
ilustra a Figura 4.

Figura 4 — Simetria da elipse.

Fonte: CUNHA; FONSECA (2019).

O centro de simetria de uma elipse ¢ um ponto O determinado pela intersecado de seus

eixos de simetria.

Figura 5 — Centro de simetria da elipse.

S

Fonte: CUNHA; FONSECA (2019).
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Propriedade: Toda reta que passa por O intercepta a elipse num ponto P e no seu
simétrico P’ em relacao a O, tal que O ¢ o ponto médio de PP’, como mostra a Figura 5 (LOPES;
SEIXAS, 2011).

Seja P um ponto qualquer da elipse e P’ o seu simétrico em relacdo ao centro O dessa
curva. Entdo, O ¢ simultaneamente ponto médio de PP’e de F;F>. Assim, o quadrilatero
PFI1P’F2 ¢éum paralelogramo, pois suas diagonais se interceptam em seus pontos médios, como

mostra a Figura 6 (LOPES; SEIXAS, 2011).

Figura 6 — Centro de simetria da elipse pelos vértices

S

Fonte: CUNHA; FONSECA (2019).

Com base na construgdo da elipse e de suas propriedades de simetria ¢ possivel
estabelecer alguns de seus elementos. Assim, os quatro pontos de interse¢ao da elipse com seus
eixos de simetria sdo denominados vértices. Os segmentos determinados pelo par de vértices
ndo consecutivos, possuem comprimentos diferentes. Eles podem ser classificados em eixo
maior e eixo menor da elipse conforme serd mostrado a seguir (STEWART, 2013; WINTERLE,
2014).

Sejam A4; e A> vértices da elipse sobre o eixo de simetria que contém os focos F; e F>
e a = constante, tal que PF; + PF> = 2a, como mostra a Figura 15. Como A pertence a elipse,
tem-se que:

AiF; + AiF> = 2a.

Por outro lado, os pares A;, A2 e F1, F> sdo simétricos em relag@o a origem. Entao,
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A10 =A4:0 e F;0 = F>0,

e como, A/F; = A;0—F;0 e A>2F> = A20—F>0, vamos usar A;F; = A>F>, e substituir na equacao
tendo-se:

A2F> + A1F> = 2a.

Logo, 414> = 2a. O segmento que contém os dois vértices da elipse e que passa pelos
focos tem comprimento igual a 2a.

Sejam B; e B> os vértices que estdo sobre a reta s. Como s ¢ mediatriz do segmento
F1F>, tem-se que:

B/F; = BiF).

Como B pertence a elipse, tem-se

BF; + BiF> = 2a.

Igualando as equac¢des, conclui-se que:

BIF] =aeBIF2 =a.

Conforme a figura 7, o triangulo € retangulo com hipotenusa de comprimento a. E

como OB; = b e OF> = ¢, entdo pelo Teorema de Pitdgoras tem-se, entdo, a > b.

Logo, A142 > B;B:>. O eixo A;A4> serd denominado eixo maior da elipse e B;B> o eixo

menor (LIMA, 2014).



Figura 7 — Vértices da elipse pertencentes a mediatriz do segmento focal.

Ay

Fonte: CUNHA; FONSECA (2019).

A

35

Considerando F; e F> os focos da elipse e 2a um valor real positivo maior que o

comprimento do segmento F;F>, sabe-se que se P pertencer a elipse, entdo, PF;+PF>; = 2a.

Diante disso, a elipse delimita os pontos do plano em duas regibes, Rf ¢ R,f:

1. Regido focal (Ry) onde cada ponto P satisfaz PF; + PF> < 2a,

2. Regido ndo focal (R,f) onde cada ponto P satisfaz PF; + PF> > a.

A Figura 8 ilustra essas duas regides (Rre R,f).

Figura 8 — Regioes determinadas pela elipse.

Fonte: CUNHA (2019).

Propriedade: A reta tangente ¢ a elipse num ponto P forma angulos iguais com o0s

segmentos do ponto P aos focos, ou seja, com PF; e PF> (SATO, 2004).
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Considere os angulos SP’F; e SPF> os angulos determinados pela reta ¢ com os
segmentos PF; e PF>, respectivamente.

No triangulo APF>D, a reta t ¢ mediatriz do lado 2D no ponto B e passa pelo vértice
P. Entdo, a altura PB do triangulo APF>D ¢ bissetriz do angulo F>PD.

Logo, os angulos BP"D e F';P"S sdo opostos pelo vértice, prova-se que F;P’S = F>P’B.

A Figura 9 mostra a descricdo geométrica dessa propriedade.

Figura 9 — Reta tangente a elipse.

Fonte: CUNHA (2019).

Propriedade: A reta normal a um ponto P da elipse ¢ bissetriz do dngulo FiP"F»
(LOPES; SEIXAS, 2011).

Esse resultado ¢ consequéncia da propriedade anterior. De fato, como a tangente no
ponto P da elipse forma angulos congruentes com os segmentos PF; e PF>, a reta normal que

passa por P divide o angulo F;PF> em dois angulos da mesma medida.

3.3 Tratamento analitico da elipse

Definicdo: Sejam F; e F> pontos distintos no plano m, 2¢ > 0 a distancia entre eles.
Seja a um numero real tal que a > ¢. O lugar geométrico € determinado pelos pontos P de
coordenadas cartesianas (x, y) tais que d(P, F1) + d(P, F2) = 2a denomina-se elipse, onde d
representa distancia euclidiana entre os pontos do plano.

Os pontos F; e F> sdo chamados de focos da elipse. O segmento F;F> ¢ chamado de
segmento focal e seu ponto médio de centro da elipse. O valor 2¢ € chamado distancia focal

(STEWART, 2013).
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A equagdo reduzida da elipse & serd deduzida sobre um sistema ortogonal de
coordenadas onde os focos, ;7 = (—c¢, 0) e F2 = (c, 0), pertencam ao eixo Ox, de modo que a
origem O esteja no ponto médio do segmento focal, para simplificar os calculos, como mostra

a Figura 10 (STEWART, 2013).

Figura 10 — Elipse no sistema ortogonal de coordenadas.
YA

P(x, y)

=Y

F(—c,0) O

Fonte: (STEWART, 2013)

Seja a soma das distancias de um ponto na elipse até os focos, 2a > 0. Entdo, P(x, y) ¢
um ponto na elipse quando:
|PF;| + |PF2| = 2a

1sto €,

Jx +0)2+ y2+ J(x—0)?2+ y2 =2a

Jx +0)2+ y2=2a— J(x—c)? + y2.

Elevando ao quadrado ambos os membros da equagdo e simplificando, temos

x2—2cx+ ¢+ y? =4a% —4a\(x + )2 + y2 + x% 4+ 2cx + 2 + y?

a(x+c)2+y2= a®+cx.

Elevando ao quadrado e simplificando novamente:

a’(x? + 2cx + c? +y?) = a* + 2a’cx + ¢*x?
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(a? — c?)x? + a’y? = a?(a? — ¢?).

Do triangulo F;F>P, da Figura 18, temos que 2c < 2a, assim, ¢ < a e, portanto, a —

c? > 0. Seja b? = a? — 2. Entdo, a equacio da elipse torna-se

b%x? + a*y? = a®b? .
Se ambos os membros da equagio forem divididos por a?h?, temos
2

x2

y
E'F

i 1.

Como b% = a? —c? < a?, segue que b < a. As intersegdes com o0 eixo Ox sdo
encontradas fazendo y = 0.

Entdo x? = a?, assim x = =a. Os pontos (a, 0) e (—a, 0) sio chamados vértices da
elipse, e 0 segmento de reta que une os vértices ¢ chamado eixo maior.

Para encontrar as interse¢des com o eixo Oy basta fazer x = () para obter y2 = b2, ou
seja, y = *b.

O segmento de reta unindo os pontos (0, b) e (0, —b) € o eixo menor, (STEWART,
2013; LIMA, 2014; WINTERLE, 2014), conforme a Figura 11.

Figura 11 — Elipse no sistema ortogonal de coordenadas com focos no eixo x.

VA

(0, b)

(—a, 0)

™ 1
[ C
‘/; \ (a,0)

»

(—c, 0) 0 C  (c,0) X

(0, —b)

Fonte: (STEWART, 2013)

A elipse da Figura 11 ¢ dada pela equagao:
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xZ yZ
?+ﬁ=1,a2b>0,

com focos (£c, 0), onde c? = a? — b?e vértices (%a, 0).
Se os focos de uma elipse estiverem localizados no eixo Oy em (0, +c), conforme a

Figura 12. Entdo, a equacgao da elipse sera:

x2 y2

ﬁ'i‘ =1l,a=2b>0,

a?

com focos (0, £c), onde c? = a? — b? e vértices (0, a).

Figura 12 — Elipse no sistema ortogonal de coordenadas com focos no eixo y.

-‘/'

(—b, 0) (b, 0)

=Yy

(0, —a)

Fonte: (STEWART, 2013)

Se P(x, y) € solucao da equagdo, os pontos (—x, —y), (x, —y) € (—x, y) também serdo,
pois os expoentes dessa equacao sao pares.

Entdo, para todo P(x, y) da elipse, seus simétricos em relagao a O, Ox e a Oy
pertencerdo a esta curva. Logo, a elipse € simétrica em relacao a reta focal Ox, a mediatriz do

segmento focal Oy e ao centro O.
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Se os focos forem pontos coincidentes, entdo ¢ = (), portanto, @ = b ¢ a elipse torna-se
um circulo de raio » = a = b (STEWART, 2013).

Diante do que foi exposto, ¢ importante ressaltar diversas pesquisas se dedicaram ao
tratamento analitico das Secdes Conicas, outras, partiram da premissa do tratamento
geométrico, assim concluimos que o tratamento geométrico ¢ de suma importancia no estudo
das aplicagdes dessas curvas, pois possibilita a determinacao da relacdo entre os elementos
fundamentais das conicas, a analise dos resultados pertinentes a reta tangente e a analise das
propriedades de simetria. Além disso, € possivel perceber que o tratamento analitico das conicas

validam os resultados obtidos no tratamento geométrico.
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4 GEOGEBRA

O GeoGebra € um software de matemaética dinamica gratuito e multiplataforma que
pode ser utilizado em todos os niveis de ensino, que combina geometria, algebra, tabelas,
gréficos, estatistica e calculo em uma Unica aplicacéo.

A palavra GeoGebra tem como origem as palavras algebra e geométrica, o software
foi desenvolvido na linguagem Java. Ele foi criado em 2001 a partir da tese de doutorado de
Markus Hohenwarter e a sua popularidade tem crescido desde entdo. O GeoGebra recebeu
diversos prémios educacionais na Europa e nos Estados Unidos, e foi instalado em milhdes de
computadores em varios paises ao redor do mundo (O GEOGEBRA, 2021).

Como sua principal caracteristica, destacamos a propriedade de colocar 0s objetos
matematicos em movimento, evidenciando a Geometria Dindmica, que é caracterizada pela
integracdo entre os tratamentos algébricos e geométricos dos objetos matematicos.

Por essa dinamicidade, esse software de matematica dindAmica+ pode ser utilizado sob
varias perspectivas no ensino de Matematica. No Brasil, diversas pesquisas utilizaram o
software em seu desenvolvimento. H&, também, diversos Institutos GeoGebra, que
desenvolvem estudos e pesquisas com o objetivo otimizar a utilizacdo da tecnologia no ensino

de Matematica.

4.1 Investigacio Matematica com o GeoGebra

A investigagdo matemética em sala de aula ndo pode ser considerada como uma
solucdo de todos os problemas relacionadas ao ensino de Matematica. Porém, segundo Ponte
et. Al. (2013), ela pode trazer grandes contribuicdes para o processo de ensino-aprendizagem.
Nesse sentido, os autores explicam que:

Em numerosas experiéncias ja empreendidas com o trabalho investigativo, os
alunos tém mostrado realizar aprendizagens e desenvolver entusiasmo pela
matematica. Apesar disso, ndo encaramos as investigacbes matematicas como
a chave que permite por si s6 resolver todos os problemas do ensino da
matematica. Ha4 muitas outras atividades a realizar na sala de aula. (PONTE et
al, 2013, p.10)

Como toda ferramenta didatico-pedagdgica, a investigacdo matematica em sala de
aula, pode ser utilizada em diversos vieses, 0 que demanda aprofundamento tedrico para que as
atividades de investigacdo atinjam o objetivo pedagogico. Como esteio de nossa pesquisa 0

Ensino Desenvolvimental e a Investigacdo Matematica com o GeoGebra, buscamos relacionar
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essas teorias para que o protagonismo da construcdo do conhecimento matematico seja do

aluno.

Aprender Matematica ndo é simplesmente compreender a Matematica j feita,
mas ser capaz de fazer investigacdo de natureza matemaética (ao nivel
adequado a cada grau de ensino). S6 assim se pode verdadeiramente perceber
0 que é a Matematica e a sua utilidade na compreensdo do mundo e na
intervencdo sobre o mundo. SO assim se pode realmente dominar o0s
conhecimentos adquiridos. SO assim se pode ser inundado pela paixao
"detetivesca” indispensdvel a verdadeira fruicdo da Matematica. Aprender
Matematica sem forte intervencdo da sua faceta investigativa é como tentar
aprender a andar de bicicleta vendo os outros andar e recebendo informacdes
sobre como o conseguem. Isso ndo chega. Para verdadeiramente aprender é
preciso montar a bicicleta e andar fazendo erros e aprendendo com eles.
(BRAUMANN, 2002, p. 5 apud PONTE et al 2013, p. 19).

Para Ponte et al (2013, p. 21), a investigacdo matematica apresenta quatro momentos

(ue apresentamos a seguir:

Quadro 1 - Investigacdo Matematica em sala de aula

Exploragéo e formulagéo de questdes e Reconhecer uma situagéo

problema

e Explorar a situacdo
problematica

e Formular questbes

Conjecturas

e Organizar dados

e Formular conjecturas (e
fazer afirmacgdes sobre
conjecturas)

Testes e reformulagéo

e Realizar testes
e Refinar uma conjectura

Justificacdo e avaliacdo e Justificar uma conjectura

e Avaliar o raciocinio ou
resultado do raciocinio

Fonte: Ponte et al (2013).

O primeiro momento, exploracdo e formulacdo, € dedicado a operacdo de

conhecimento da situacdo a ser investigada, bem como a formulagéo dessa situacdo em forma

de questdo. Ja na conjectura, segundo momento, os dados sdo devidamente organizados, e as

hipdteses sdo apresentadas. No terceiro momento, testes e reformulagdo, sdo testadas as

possiveis solugcdes do problema. Ou, dependendo da situacdo, a solucdo é reformulada e

submetida a novos testes. Por ultimo, no momento da justificacdo e avaliacdo, sdo realizadas a
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argumentacao, a demonstracéo e a avaliacdo de todo o processo e ferramentas utilizadas para a
resolucéo do problema.

Destacados esses momentos da investigagdo matematica em sala de aula, Vaz (2012)
acrescentou a utilizacdo do software de matematica dindmica GeoGebra nessa importante
ferramenta didatico-pedagodgica, criando a Investigacdo Matematica com o0 GeoGebra.

Assim, a importancia do software no processo de investigacdo é evidenciada na
reproducdo dos objetos matematicos abstratos em uma situacdo concreta que reproduza o seu
nacleo, possibilitando ao aluno a compreensdo e reconstrucdo desses objetos abstratamente.
Consequentemente, proporcionando ao aluno a integracdo entre os tratamentos algebricos e
geométricos dos objetos matematicos, na mesma tela, tornando possivel a compreensdo desses
objetos em todas as suas dimensdes.

Vaz (2012) ressalta que a possibilidade de movimentar os objetos matematicos através
do GeoGebra é de suma importancia para as atividades investigativas, ja que a propriedade de
algum objeto ou teorema pode ndo representar um objeto estatico. Nada obstante, essas
funcionalidades sejam importantes, essa dinamicidade proporcionada pelo software ndo €
suficiente para o processo de ensino-aprendizagem de Matematica, sendo de suma importancia
que os alunos pensem também, sob a perspectiva da Matematica como ciéncia. Logo, ele
destaca a necessidade de buscar fundamentos matematicos definitivos e, respeitando o nivel
cognitivo do aluno, conduzi-lo a outro, como abordado na Teoria Historico-Cultural.

A proposta de Vaz (2012) de Investigacdo Matematica com o GeoGebra adaptada da
proposta de Ponte et. Al. (2013) apresenta quatro etapas: experimentacdo; conjecturas;
formalizacdo; generalizacéo.

A primeira etapa, a experimentacao, é dedicada a utilizacdo do software para trabalhar
atividades que permitam ao aluno a movimentacdo dos objetos matematicos para que a
comparacao entre os tratamentos algébricos e geométricos possa ser evidenciado através de
propriedades e defini¢cdes. Ja na segunda etapa, a fase das conjecturas, as relaces obtidas da
experimentacdo séo utilizadas para relacionar os resultados gerais para continuacao da atividade
investigativa. Na terceira etapa, a formalizagéo, sdo realizadas as demonstragdes matematicas
ou uma contraposic¢édo da conjectura levantada, nos dois casos levando em consideragéo o rigor
matematico. Por ultimo, depois de experimentar, conjecturar e formalizar o saber matematico
é de extrema importancia tentar generalizar esses resultados, isto &, investigar outras situacoes

para exploracao dos resultados obtidos.
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5 METODOLOGIA

Neste capitulo descrevemos o0s aspectos metodolégicos desta pesquisa. Serdo
apresentados o tipo de pesquisa, a caracterizacdo da populacdo estudada e a descricdo do
experimento didatico-formativo.

A pesquisa consistiu em um experimento didatico formativo. Segundo Davydov
(1988), 0 método de intervencdo didatica é considerado a forma mais eficiente de intervencédo
nos processos mentais dos alunos. Por ser um metodo de pesquisa, ele se baseia na organizacéo
e na reorganizacao dos programas de ensino e dos procedimentos necessarios para concretiza-
los, utilizando procedimentos que formam ativamente nos alunos um novo nivel de
desenvolvimento das capacidades mentais (DAVYDOV, 1988).

Assim, Freitas (2007), ao explicar que o experimento didatico-formativo é uma
investigacdo que resulta em conhecimento sobre as mudancas no sujeito durante o processo de
ensino-aprendizagem, explica:

A investigacdo resulta em um conhecimento que busca explicar o objeto estudado
(fungdes psicoldgicas), buscando também resultar em mudanca qualitativa no sujeito
investigado. No experimento didatico, o que se busca € a explica¢do historica das
mudangas qualitativas no pensamento do sujeito, mudancas estas que sdo
investigadas como uma cadeia complexa de processos inseparaveis de aprendizado,
decorrentes da realizagdo de uma tarefa proposta no experimento e contida no modo
como este se encontra organizado. A tarefa proposta e os passos da tarefa estdo
ancorados em um determinado conceito cientifico a ser aprendido. A organizagdo
desses passos estd ancorada em principios tedricos da teoria histérico-cultural e da
teoria do ensino desenvolvimental. Esses passos, ao serem cumpridos pelos sujeitos
participantes exigem determinado movimento do pensamento, movimento este que
pode resultar em mudangas na sua qualidade em relacdo ao contetdo da tarefa, ou
seja, o conceito cientifico. Em outras palavras: no decorrer do experimento acontece
aquisicao de atos mentais, atos esses que contribuem para reorganizar o pensamento,
as operacOes mentais realizadas pelo sujeito. (FREITAS, 2007, p. 11)

Assim, nesta pesquisa, 0 experimento didatico-formativo é concebido como um
procedimento investigativo que permite a analise da aprendizagem do conceito de Elipse,
ressaltando a relagdo entre a organizacgdo do ensino fundamentado nos pressupostos da Teoria
do Ensino Desenvolvimental e da Investigacdo Matematica com o GeoGebra, de modo que 0s
conhecimentos apropriados sejam mediadores de acGes mentais, que resultam em mudancas

nas fungdes cognitivas.
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5.1 Caracteristicas da pesquisa

Caracterizamos nossa pesquisa como qualitativa, pois ela permitira uma relagdo e uma
interagdo entre o pesquisador e os pesquisados. De fato, “uma pesquisa qualitativa considera a
existéncia de uma relacdo dindmica entre o mundo real e o sujeito” (KAUARK et al, 2010, p.
26).

Para Trivinos (2009), a pesquisa qualitativa tem como objetivo estudar o fenomeno
dentro do seu contexto, explicar suas caracteristicas e sua origem e, junto com o pesquisador,
pretende produzir dados.

[...] o pesquisador qualitativo considera a participa¢do do sujeito como um dos
elementos de seu fazer cientifico apoia-se em técnicas e métodos que retinem
caracteristicas sui generis, que ressaltam sua implicagdo e da pessoa que
fornece as informagdes. Mas nesse sentido, talvez sejam a entrevista
semiestruturada, a entrevista aberta ou livre, o questionario aberto, a
observagao livre, 0 método clinico ¢ o método da analise do contetido os
instrumentos mais decisivos para estudar os processos e produtos nos quais
esta interessado o investigador qualitativo (TRIVINOS, 2009, p. 138).

A caracteristica fundamental de uma abordagem qualitativa ¢ a flexibilidade que
permite que as respostas dos sujeitos se baseiem em suas proprias perspectivas € ndo em
intervengdes moldadas e elaboradas, levando sempre em consideracao que muito pouco se sabe
sobre 0s sujeitos € ambientes que se tornardao o objeto de estudo (BOGDAN; BIKLEN, 1994).

Caracterizamos nossa pesquisa também como pesquisa-a¢ao. Segundo Fiorentini e
Lorenzato (2012, p. 112), “pesquisa-acdo ¢ um tipo especial de pesquisa participante, em que o
pesquisador se introduz no ambiente a ser estudado ndo s para observa-lo e compreendé-lo,
mas, sobretudo para muda-lo”. Ainda segundo os autores, nesse tipo de pesquisa o pesquisador
busca melhorar as praticas, promovendo a autonomia dos participantes no processo de
aprendizagem, pode-se afirmar que ¢ um tipo de pesquisa que se apresenta como
transformadora.

Sobre pesquisa-acao, Tripp (2005) afirma:

E importante que se reconheca a pesquisa-agdo como um dos infimeros tipos
de investigagdo-acdo, que ¢ um termo genérico para qualquer processo que
siga um ciclo no qual se aprimora a pratica pela oscilagdo sistematica entre
agir no campo da pratica e investigar a respeito dela. Planeja-se, implementar-
se, descreve-se e avalia-se uma mudanga para a melhora de sua pratica,
aprendendo mais, no decorrer do processo, tanto a respeito da pratica quanto
da propria investigagdo (TRIPP, 2005, p. 3).
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Nesse método de pesquisa, o “investigador ao mesmo tempo deixa fluir o desempenho
do sujeito, sem aprisiona-lo numa situacao experimental muito estruturada, e interfere com
perguntas e propostas de tarefas para provocar comportamentos relevantes por parte do sujeito”
(OLIVEIRA, 2010, p. 67).

Para Vilela (2014), a pesquisa-acao €, sobretudo, um processo de intervencao em que
os participantes buscam uma mudanga social com a contribui¢do dos pesquisadores, que, por
sua vez, possuem a fung¢ao de acompanhar e analisar as acdes desenvolvidas.

A metodologia da pesquisa-acdo ¢ apontada em fun¢do da investigagdo matematica
com o GeoGebra, podendo ser aplicada em diversos campos de atua¢do. E um tipo de pesquisa
que ndo aborda o nivel individual, ela d4 énfase, do ponto de vista socioldgico, a andlise das
diferentes formas de ag@o, considerando que a acdo s6 se manifesta num conjunto de relagdes
sociais estruturalmente determinadas (THIOLLENT, 2016).

Como o principal objetivo desta pesquisa € analisar as contribui¢cdes da Teoria do
Ensino Desenvolvimental e a Investigacdo Matematica com o GeoGebra através de um
experimento didatico-formativo elaborado para a formagdo do pensamento teérico sobre Elipse
na 3% série do Ensino Médio, utilizamos esse método de intervengdo a fim de pautar o
desenvolvimento da atividade de pesquisa em sala de aula.

O experimento didatico-formativo ¢ uma intervengdo pedagdgico-didatica
visando interferir nas agdes mentais dos alunos no processo de aprendizagem
de um conteudo especifico [...]. O experimento didatico consiste na
experimentagao tedrica e metodoldgica do processo de ensino e aprendizagem
no contexto da sala de aula (PERES, 2010, p. 23)

Deste modo, segundo Davydov (1988), o experimento didatico-formativo oferece ao
pesquisador a mediacdo nos processos psiquicos e pedagogicos aos quais estuda. Essa mediacao
ndo ¢ uma averiguagdo do atual estadgio de desenvolvimento do pensamento do aluno, e sim,
uma mediacdo que objetiva a organizacao do ensino para o desenvolvimento de novas acdes
mentais:

O método do experimento formativo tem como caracteristica a intervencao
ativa do pesquisador nos processos mentais que ele estuda. Neste aspecto,
difere substancialmente do experimento de verificacdo (constatagdo e
comprovagdo) que somente enfoca o estado ja formado e presente de uma
formagao mental particular. A realiza¢do do experimento formativo pressupde
a projecdo e modelacdo do conteido de novas formag¢des mentais a serem
constituidas, dos meios psicologicos e pedagogicos e das vias de sua formagao
(DAVYDOV, 1988, p. 188).

5.2 Experimento Didatico-Formativo
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O experimento didatico-formativo ¢ uma aplicagao da Teoria de Vygotsky sobre a zona
de desenvolvimento proximal e, devido esse fato, ndo ¢ organizado de forma a se adaptar ao
nivel de desenvolvimento real dos alunos, mas sim como um método que impulsiona o
desenvolvimento de novas a¢des mentais (AQUINO, 2014).

O ensino e a educacdo experimentais ndo sdo implementados por meio da
adaptacdo a um nivel existente, ja formado de desenvolvimento mental das
criangas, mas sim utilizando, por meio da comunicag¢do do professor com as
criangas, procedimentos que formam ativamente nelas o novo nivel de
desenvolvimento das capacidades (DAVYDOYV, 1988, p. 188).

Para Libaneo (2007):

O experimento formativo ¢ um método de investigacdo utilizado por
psicologos russos vinculadores a teoria historico-cultural que consiste em
estudar as mudancas no desenvolvimento do psiquismo por meio da ativa
influéncia do pesquisador na experimentagdo, ou em outras palavras, pela
formagdo dirigida dos processos psicologicos que serdo investigados
(LIBANEO, 2007, p. 2).

Diante do que foi exposto, Libaneo (2008) elenca os seguintes processos para que o professor
leve em consideragdo no momento da elaboragdo de um experimento didatico-formativo:

1. Identificar as relacdes gerais basicas do objeto de estudo, indo de encontro ao nucleo
conceitual, que contém a generalizacdo esperada para que o aluno a interiorize e,
posteriormente, a utilize de forma a deduzi-la em situagdes particulares;

2. Identificar as acdes mentais presentes no objeto, no momento do estudo da génese
e dos processos investigativos do contetido, onde os alunos deverdo se apropriar dessas acdes
mentais durante o estudo do objeto;

3. Construir uma rede de conceitos bésicos que dao suporte ao nucleo conceitual do
objeto, de forma que o aluno possa estabelecer relagdes e articulagdes entre esses conceitos
basicos e o nucleo conceitual do objeto;

4. Elaborar tarefas, contendo situagdes-problema, de forma que o aluno assimile o
modo de pensamento presente no conteido estudado e assim desenvolva capacidades e
habilidades cognitivas gerais e especificas em relacao ao objeto;

5. Prever formas de avaliagdo objetivando verificar se o aluno se apropriou ou esta
desenvolvendo a capacidade de se apropriar dos conceitos e utilizd-los como ferramentas
mentais.

Além desses processos, que precisam ser considerados na elaboragdo do experimento

didatico-formativo, ¢ de extrema importancia que o professor organize a atividade de estudo de
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maneira que o aluno possa perpassar pelas agdes de aprendizagem descritas por Davydov
(1988).

1. Transformagdo dos dados da tarefa objetivando identificar a relacdo geral do objeto
de estudo;

2. Modelagao da relagdo geral do objeto de estudo;

3. Transformacao do modelo da relagao geral do objeto de estudo a fim de estudar as
suas propriedades em forma pura;

4. Construcao do sistema de tarefas particulares que podem ser resolvidas por um
procedimento geral;

5. Controle ou monitoramento das ac¢des realizadas anteriormente;

6. Avaliacdo da aprendizagem.

Com relagdo a primeira agdo, os alunos devem descobrir a relagdo geral do objeto de

estudo, sendo essa relagdo que reflete o conceito tedrico e que serve como base genética e fonte
das caracteristicas e peculiaridades do objeto. Para isso, na primeira agdo da tarefa, devera ser
apresentado ao aluno um problema, podendo ser em forma de pergunta ou um jogo que o aluno
ira utilizar ou um problema envolvendo um caso (FREITAS, 2017).
Dessa forma, “os alunos precisam reunir armacgdes € dados presentes no problema examina-los
[...] em busca da relagdo geral universal do objeto, destacando o nucleo dessa relagdo como
base genética e fonte de todas as suas caracteristicas e peculiaridades” (FREITAS, 2017, p.
412).

A acdo de aprendizagem posterior consiste na criacao de um modelo que representa a
relagdo geral do objeto de estudo. Dessa forma, ir em busca das caracteristicas internas do
objeto significa conduzir o aluno em um processo histérico para a recriagdo de algo que
representa a relagdo geral do objeto: “para eles consiste em criar algo para representar a relagdo,
no entanto eles estardo reproduzindo algo que ja foi historicamente criado pelos pesquisadores
tratando-se, portanto, de uma recriagdo” (FREITAS, 2016, p. 412).

A terceira acdo de aprendizagem possibilita o aluno estudar as propriedades da relagao
geral do objeto, ndo somente em seu aspecto abstrato, mas, também, em seu aspecto concreto.
Isso consiste em introduzir alteragdes na relacao geral do objeto a fim de alterar o seu nucleo e
o seu resultado (FREITAS, 2016). Dessa forma, ao introduzir mudancas na relacdo geral do
objeto, de forma que altere o nucleo dessa relacdo, podera provocar uma alteracdo que

descaracteriza o objeto de estudo, o que pode vir a causar consequéncias.
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Portanto, os alunos, ao compreenderem isso, reforcam a base genética do objeto e
ainda “[...] identificam seu vinculo com relag¢des particulares que interferem na forma pela qual
se apresenta na realidade e compreendem que estd sujeita a um processo de transformagio”
(FREITAS, 2016, p. 413).

Em seguida, a quarta a¢ao de aprendizagem, segundo Davydov (1988, p. 175), “[...]
permite que as criangas concretizem a tarefa de aprendizagem inicial e a convertam na
diversidade de tarefas particulares que podem ser solucionadas por um procedimento Unico
(geral), assimilado durante a execugdo das ag¢des anteriores de aprendizagem”. Assim, essas
tarefas particulares sdo uma variagdo da tarefa inicial e que envolvem diversas situagdes reais
e gerais onde os alunos irdo identificar, nessas tarefas, a presenca da relagdo geral do objeto
(FREITAS, 2016). Portanto, segundo Davydov (1988), a validacao dessa acao de aprendizagem
¢ verificada na solugdo de tarefas particulares que, para isso, o aluno se orienta pela relagdo
geral anteriormente assimilada.

A quinta acdo de aprendizagem consiste em assegurar que o aluno conseguiu executar
corretamente as operagdes que compdem a tarefa, por meio de um processo de reflexdo sobre
suas agoes e sobre o caminho de seu pensamento, visando o cumprimento da assimilagdo da
relacdo geral (PERES; FREITAS, 2014). Dessa forma, o monitoramento ou o controle das agdes
realizadas anteriormente “[...] consiste em um exame qualitativo substancial do resultado da
aprendizagem em comparagdo com o objetivo do ensino e, nesse sentido, equivale a avaliagao
dos alunos por si proprios, tendo como referéncia o conteudo de suas agoes [...]” (FREITAS,
2016, p. 414-415).

A sexta e ultima agdo de aprendizagem o professor avaliard, individualmente, a
apropriagdo do conceito pelo aluno. Assim, no momento da avaliagdo, segundo Freitas (2016,
p. 415), o professor pode se orientar por uma pergunta, sendo esta: “[...] o aluno se apropriou
da relagcdo geral abstrata e a utiliza na analise de relagdes particulares concretas do objeto?”.
Dessa forma, avaliar a aprendizagem, segundo Davydov (1988, p. 176), possibilita verificar se
o aluno esta assimilando, “[...] ou ndo, e em que medida, o procedimento geral de solugdo da
tarefa de aprendizagem, se o resultado das acdes de aprendizagem corresponde, ou ndo, € em
que medida, ao objetivo final”.

Diante disso, essas seis agoes de aprendizagem, que o aluno deve cumprir, segundo
Davydov (1988), estdo dirigidas para que possibilite a descoberta das condi¢des de surgimento
do conceito que os alunos estdo assimilando e, ainda, segundo o autor, “¢ como se os proprios

escolares construissem o conceito, ainda que sob a dire¢do sistematica do professor, (embora a
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natureza desta direcdo mude gradualmente e cres¢a, também gradualmente, o grau de
autonomia exibido pelo escolar)” (DAVYDOV, 1988, p. 176).
Para proporcionar o desenvolvimento de novas a¢des mentais, segundo Aquino (2015),

o experimento didatico-formativo deve ser dividido em quatro etapas, sendo elas:

e arevisdo da literatura e o diagnoéstico da realidade que sera estudada;
e aclaboracao do sistema didatico experimental;
e desenvolvimento do experimento didatico-formativo;

e aanalise dos dados e elaboracdo do relatorio.

5.2.1 Etapa da revisdo de literatura e diagnostico da realidade a ser estudada

Baseado na Teoria do Ensino Desenvolvimental, Aquino (2014) produz um recorte
para a fundamentagdo da pesquisa, bem como seu referencial tedrico. E necessario realizar um
levantamento bibliografico para identificar se existem estudos similares, caso haja estudos
similares prévios, a revisdo deles ¢ extremamente importante para a organizagao e justificativa
da pesquisa.

E necessario fazer um diagnostico da prética pedagogica em relagio a uma dada
disciplina no seu respectivo nivel de ensino. Para Aquino (2014, p. 17), "O propdsito € definir
0s rasgos que caracterizam a metodologia tradicional de ensino".

De acordo com o autor, o objetivo dessa tarefa ¢ mostrar as caracteristicas marcantes
da metodologia tradicional que esta sendo usada para se ensinar. E igualmente importante saber
caracterizar a turma e o professor na qual se vai aplicar o experimento. Na sequéncia, deve-se
fazer um diagndstico dos alunos e dos professores com os quais vamos trabalhar o experimento.

Caracterizando esta etapa foi realizada uma revisao bibliografica no Banco de Teses e
Dissertagoes da Coordenagdo de Aperfeicoamento de Pessoal do Ensino Superior (CAPES),
sobre o ensino da elipse pautado nos pressupostos da Teoria do Ensino Desenvolvimental,
também foram realizadas buscas nos repositorios da Pontificia Universidade Catolica de Goids
(PUC-GO) e do Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia de Goias (IFG), visto que
ambos concentram as pesquisas relacionadas ao ensino de Matematica e essa teoria. Durante a

revisdo nao foram encontradas, nessas fontes, nenhuma pesquisa com essa tematica.

5.2.2 Etapa da elaboracdo do experimento didatico-formativo
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Derivando dos resultados da primeira etapa, o pesquisador deve elaborar um
experimento didatico-formativo que contemple a esséncia dos conceitos a serem ensinados.
Aquino (2013), baseado em Davydov (2013), aponta nove pontos relevantes a serem
observados na reestruturagdo do programa das disciplinas:

1) Sem mudar o contetido fundamental do programa vigente, devem-se buscar
os principios gerais de organizacao e os fundamentos dos conteudos, segundo
a légica da ciéncia, assim como suas potencialidades pedagogico-didaticas.
2) O ponto anterior deve preservar o Programa, e cada uma de suas unidades,
da fragmentac@o e da falta de sistematicidade dos contetudos de ensino.

3) Buscar as correspondéncias entre os objetivos didaticos da disciplina e os
contetdos organizados segundo os seus principios logicos gerais.

4) Os objetivos do programa devem refletir a apropriagdo da experi€ncia
humana, expressada em conhecimentos, habilidades, habitos e valores, assim
como na apropriacdo dos métodos da ciéncia por parte dos escolares.

5) O anterior deve guiar o desenvolvimento integral da personalidade do
aluno, por meio da apropriagdo da experiéncia humana, sob a direcdo do
professor.

6) Selecionar o método de ensino mais adequado para aqueles objetivos e
conteudos.

7) Selecionar os meios ou recursos didaticos mais adequados aos objetivos,
contetido e métodos.

8) Elaborar o sistema de tarefas ou problemas de estudo que serdo
apresentados aos alunos, para sua solucdo, sob a dire¢do do professor. O
sistema de tarefas inclui a apropriagdo progressiva do sistema conceitual da
disciplina.

9) As tarefas ou problemas de estudo devem ser previstas, segundo a ordem
de dificuldades e niveis de ajuda que serdo necessarios para que os alunos as
possam executar no menor tempo e com o menor numero de erros possivel.
(AQUINO, 2014, p.18)

Esses nove pontos funcionam como ponto de partida na preparacao do experimento
didatico-formativo, bem como abordam pontos da Teoria do Ensino Desenvolvimental que
buscam integralizar a teoria com a pratica pedagogica.

O principal objetivo desta etapa ¢ a apropriacdo do conceito nuclear do objeto
matematico, no nosso caso, a Elipse, por meio do método da ascensao do abstrato ao concreto,
para aplica-lo em situagdes particulares.

Entdo, para que esse objetivo seja atingido os alunos devem cumprir as a¢des descritas
por Davydov (1988), onde serdo planejadas e aplicadas tarefas de aprendizagem para a
formagao do pensamento teorico sobre a Elipse, logo o aluno deve identificar o conceito nuclear

da Elipse, por meio da realiza¢do dessas tarefas.
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Desta forma, o conceito nuclear da Elipse, ¢ a sua propria definigdo: elipse é o lugar
geométrico dos pontos para os quais a soma das distancias a dois pontos distintos fixados é
igual a uma constante, maior que a distancia entre esses pontos.

Assim, identificar esse conceito nuclear e aplica-lo em situagdes contextualizadas,

indica a formagao do pensamento teorico, atingindo o objetivo desta etapa.

5.2.3 Etapa da aplicacio do experimento didatico-formativo

Esta etapa consiste na aplicagdo do experimento didatico-formativo desenvolvido nas
etapas anteriores. O tempo de aplicacdo depende da necessidade de teste dos resultados dessa
nova metodologia no ensino, bem como, nas consequéncias do desenvolvimento dos alunos.

Como principal técnica de coleta de dados, Aquino (2014) destaca a observagdo. Na
observagdo a ser realizada pelo pesquisador, ele sugere atencdo na conduta do professor
aplicador e nos alunos, bem como o "contexto socioeducativo subjacente, ¢ nas demais
ocorréncias que de alguma forma interfira nas aulas” (AQUINO, 2014, p. 123).

De acordo com as caracteristicas desta etapa, aplicamos o experimento didatico-
formativo no Colégio Estadual Rafael Nascimento, em Montividiu — GO, para uma turma da 3*
série do Ensino Médio, composta por 35 alunos. Foram realizadas 10 aulas de cinquenta

minutos cada.

5.2.4 Etapa da andlise dos dados e elaboracdo do relatorio do experimento didatico-formativo

Essa, possivelmente, € a parte mais sensivel e complexa da pesquisa. A analise ¢ feita
baseada num conjunto de categorias, que foram previamente montadas e devidamente
ancoradas nas evidéncias de aprendizagem e no desenvolvimento dos alunos, por ocasido da
realizagdo do experimento didatico-formativo.

Aquino (2014, p. 22) baseado em Vygotsky, afirma que "a andlise baseia-se na inducdo
€ ao mesmo tempo a guia". Dessa forma, a anélise tem como base a inducao, mas o proprio
processo de analise dirige a forma como ocorre essa indugao.

Sobre a forte interacdo entre a andlise e 0 método experimental, Vygotsky afirma que:

E a anélise que coloca as questdes; que constitui a base de todo experimento:
todo experimento ¢ uma analise em ag@o, assim como toda analise ¢ um
experimento que se leva a cabo na mente. Por isso, o correto seria denominar
a analise de método experimental. [...] A analise € o que oferece o volume de
propagagdo das conclusdes, isto €, o fato de destacar em A, B, C, os tragos
comuns ao grupo em questdo. Mas ainda mais: no experimento observo
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sempre um sintoma do fendmeno e isto é mais uma vez trabalho da analise.
(VYGOTSKY, 1996, p.369)

A primeira etapa, a experimentacao, ¢ dedicada a utilizagdo do software para trabalhar
atividades que permitam ao aluno a movimentagdo dos objetos matematicos para que a
comparagdo entre os tratamentos algébricos e geométricos possa ser evidenciado através de
propriedades e definicoes.

Ja na segunda etapa, a fase das conjecturas, as relagdes obtidas da experimentacao sdo
utilizadas para relacionar os resultados gerais para continuagao da atividade investigativa.

Na terceira etapa, a formalizacdo, sdo realizadas as demonstragdes matemadticas ou
uma contraposi¢do da conjectura levantada, nos dois casos levanto em consideracdo o rigor
matematico.

Por ultimo, depois de experimentar, conjecturar e formalizar o saber matematico ¢ de
extrema importancia tentar generalizar esses resultados, isto €, investigar outras situagdes para

exploragdo do resultado obtidos.

5.3 Caracteristicas do Local e do Objeto de Pesquisa
Para configurar essa pesquisa foi desenvolvido um experimento didatico-formativo,
baseada nos pressupostos da Teoria do Ensino Densenvolvimental e da Investigagdo
Matematica com o GeoGebra, em uma turma com 32 alunos, da 3* série do Ensino Médio,
no turno matutino, do Colégio Estadual Rafael Nascimento, situado na cidade de
Montividiu — GO. O colégio ¢ a tinica Unidade Escolar do municipio que oferta o

Ensino Médio Regular e a 3? etapa da Educagao de Jovens e Adultos.

Figura 13 — Fachada do Colégio Estadual Rafael Nascimento.
b

Fonte: dados da pesquisa
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O primeiro passo para que essa pesquisa se concretizasse, foi o contato com os
responsaveis do Colégio Estadual Rafael Nascimento, ou seja, a equipe gestora. Nesse contato,
foi solicitado a diretora da Unidade Escolar a elaboragdo do termo de anuéncia para a aplicagao
da pesquisa e uma reunido com a coordenadora pedagogica para alinhamento das atividades
desenvolvidas durante a pesquisa.

Durante a reunido, foi apresentada a equipe pedagogica do colégio o experimento
didatico formativo que seria aplicado, para discutirmos o desenvolvimento da pesquisa em sala
de aula. Como o Professor-Pesquisador era o professor regente da turma, essa etapa burocratica

relacionada a pesquisa foi facilitada.

5.4 Producao de dados

Para a producdo de dados, realizamos durante o desenvolvimento do experimento
didatico-formativo, anotagdes sobre as falas dos alunos, gravagdes em audio e video, capturas
de telas do GeoGebra, aplicagdo de tarefas e questionarios.

Foram ministradas 10 aulas de 50 minutos de duracao, onde foram aplicadas tarefas e
um questionario, que compunham o experimento didatico-formativo. Além disso, utilizamos
um diario de campo para anotar os fatos que entendemos como relevantes tais como os didlogos

entre os alunos e as atividades desenvolvidas, para a anélise dos dados.
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6 DESCRICAO E ANALISE DO EXPERIMENTO DIDATICO-FORMATIVO

Neste capitulo apresentamos a descricdo, analise e resultados da aplicacdo do
experimento didatico-formativo.
O experimento didatico-formativo buscou, dentre outras coisas, impulsionar o desenvolvimento
cognitivo dos alunos, atuando no modo de estruturar o processo de ensino-aprendizagem da
Elipse, passando por um processo de construcdo da relagéo nuclear desse conceito, seguido por

uma modelacédo no software GeoGebra.

6.1  Primeiro encontro — Introducao ao software GeoGebra

Neste encontro o principal objetivo foi a apresentacdo da interface do software
GeoGebra e suas principais ferramentas. Participaram 32 alunos e teve duragdo de 2 aulas de
50 minutos cada. Cada aluno recebeu um notebook com o GeoGebra ja instalado, para
desenvolverem as atividades propostas.

Com a utilizacdo de um projetor o Professor-Pesquisador apresentou a interface padréo
do GeoGebra: barra de menus, barra de ferramentas, janela de algebra, campo de entrada, janela
de visualizacdo e a lista de comandos, enfatizando as ferramentas e configuraces que seriam
mais utilizadas para o desenvolvimento da pesquisa.

Iniciamos esse momento com a apresentacdo da interface do GeoGebra: barra de
menus, barra de ferramentas, janela de algebra, campo de entrada, janela de visualizacdo e a
lista de comandos, como ilustrado na figura 14.

Figura 14 — Interface do software GeoGebra.
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Configuragdes
Ferramentas
Ajuda & Feedback

Entrar.

Fonte: dados da pesquisa
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Ressaltamos que na barra de menus estdo dispostas as opg¢des para salvar o arquivo e
as configuracOes gerais. Na barra de ferramentas sdo concentradas todas as ferramentas para a
construcdo de pontos, retas, figuras geométricas, obter medidas de objetos, interse¢do entre
objetos, entre outros. A janela de algebra é caracterizada pela exibicdo das coordenadas,
equacOes, medidas e outras caracteristicas dos objetos construidos. O campo de entrada é
dedicado a digitacdo de comandos e/ou equacdes. Na janela de visualizacdo séo apresentados
os graficos dos objetos que possuem representacdo geometrica.

Como as ferramentas mais utilizadas estdo na barra de ferramentas, fizemos uma breve

apresentacdo de cada ferramenta e suas principais aplicabilidades, conforme as figuras 15-25.

Figura 15 — Ferramenta mover do GeoGebra.
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f Fungdo a Mao Livre
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Fonte: dados da pesquisa

Figura 16 — Ferramenta ponto do GeoGebra.
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Fonte: dados da pesquisa
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Fonte: dados da pesquisa

Figura 18 — Ferramenta reta perpendicular no GeoGebra.
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Figura 19 — Ferramenta poligono do GeoGebra.
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Fonte: dados da pesquisa



Figura 20 — Ferramenta circulo do GeoGebra.

¥ [A)7 > 004 N b
+ @ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

@ Circulo: Centro & Raio

I

\*J Compasso

-—e

O Circulo definido por Trés Pontos

(\' Semicirculo

.\ Arco Circular

{] Arco Circuncircular

Q Setor Circular

Q Setor Circuncircular

Fonte: dados da pesquisa

Figura 21 — Ferramenta conicas do GeoGebra.
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Fonte: dados da pesquisa

Figura 22 — Ferramenta angulo do GeoGebra.
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Fonte: dados da pesquisa
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Figura 23 — Ferramenta reflexdo do GeoGebra.
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Fonte: dados da pesquisa

Figura 24 — Ferramenta controle deslizante.
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Fonte: dados da pesquisa

Figura 25 — Ferramenta mover do GeoGebra.
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Como os alunos ja tinham certa experiéncia com o software apds a apresentacdo da
interface e das principais ferramentas, reservamos o restante da aula para que os alunos
pudessem manusear as ferramentas e criassem objetos de forma aleatéria.

Os alunos se mostraram bastante empolgados com a aula e realizaram alguns trabalhos
com conhecimentos prévios, trocaram informacGes e compartilharam experiéncias. Durante
essa atividade ficamos atentos aos comentarios e os trabalhos produzidos pelos alunos.

Enfatizamos aqui a fala de uma aluna: “consegui identificar a equacdo de uma
circunferéncia que desenhei utilizando a ferramenta”.

Logo, conseguimos destacar a principal funcionalidade do software que é integrar os

tratamentos algébricos e geométricos dos objetos matematicos.

6.2 Segundo Encontro — Problema Gerador

Neste encontro participaram 32 alunos e teve duracdo de 2 aulas de 50 minutos. O
principal objetivo era a resolugdo do problema gerador para que os alunos conseguissem
identificar o conceito nuclear da elipse.

Neste encontro cada aluno recebeu o problema gerador de forma impressa para que
iniciassem a resolucdo, a partir da leitura individual. Apds essa etapa o problema foi projetado
para toda a turma para que fosse realizada a leitura em grupo e o compartilhamento de possiveis
estratégias para a resolucdo do problema, como ilustra a figura 26.

Figura 26 — Problema do jardineiro.

Fonte: dados da pesquisa
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Este problema motivador cumpre os quatro passos da metodologia da Investigagdo
Matematica em Sala de Aula de Ponte et al (2013, p. 21). Pois, a exploracdo e a formulacdo da
questdo, ja € intrinseca ao problema e propde o levantamento de conjecturas.

Nesse momento o software GeoGebra ndo foi utilizado, pois a intengéo era que 0s
alunos tentassem resolver o problema a partir de conhecimentos prévios, conforme a figura 27.

Figura 27 — Resolugédo do problema gerador.

. Wfotoefeitos

Fonte: dados da pesquisa

A maioria dos alunos ficaram intrigados com o problema e expressavam a curiosidade
e certa dificuldade em resolvé-lo, entdo o Professor-Pesquisador apresentou perguntas

auxiliares como:

¢ Se a folha encontrada pelo jardineiro tivesse o formato de um quadrado, de um
retangulo ou de um circulo? Como ele poderia fazer o canteiro de flores nesses

formatos?
Logo, uma aluna destacou:

v’ Se a folha tivesse o formato de um retangulo ou quadrado o jardineiro poderia usar

linhas de costura para dar forma ao canteiro.



62

Apo0s a fala dessa aluna, todos os alunos ficaram inquietos com a possibilidade de

resolver o problema, em seguida um aluno afirmou:

v" Professor, se o formato da folha fosse uma circunferéncia, o jardineiro poderia
utilizar uma ferramenta parecida com um compasso, assim ele conseguiria um

canteiro com formato circular.

Ao finalizar a atividade do problema motivador, percebemos que pelo fato da maioria
dos alunos serem desafiados a solucionar o problema motivador, toda a turma mostrou bastante
interesse na atividade de resolucdo do problema. Assim, percebemos que possibilitar a
autonomia, a tomada de decisdo no processo de ensino-aprendizagem, motivou 0s alunos a
buscarem o conhecimento, a entrarem em atividade de estudo e a trabalharem em grupo.

Logo, em consonancia com nosso referencial teérico a intera¢do coloca em movimento
varios processos de desenvolvimento gque, sem a ajuda externa, seriam impossiveis de ocorrer.
Esses processos se internalizam e passam a fazer parte das aquisi¢cdes do seu desenvolvimento
individual (REGO, 2007, p. 74).

6.3 Terceiro Encontro — Construc¢io da Elipse no GeoGebra

Este encontro foi dedicado a construcao da elipse utilizando o software GeoGebra a
partir da resolucdo do problema gerador do tltimo encontro. Entdo cada aluno recebeu um
notebook para desenvolver as atividades previstas para essas aulas.

Durante essa atividade, o nosso objetivo era atingir a Zona de Desenvolvimento
Proximal dos alunos, através da utilizagdao do problema gerador e do software GeoGebra, pelas
relagdes com os colegas e a mediacdo da atividade pelo Professor-Pesquisador. Com a utilizagao
do GeoGebra foi possivel a testagem de conjecturas e a integragdo entre os tratamentos
algébricos e geométricos da elipse.

Como os alunos com a mediacao do Professor-Pesquisador chegaram a um consenso
que para a resolucao do problema do jardineiro (problema gerador) poderiam ser utilizadas duas
estacas com uma corda inextensivel com comprimento maior que a distancia entre as estacas e
esticando essa corda com outra estaca e marcando o terreno teria o formato de uma elipse.
Entdo, a partir desse resultado dedicamos ao estudo agora no software GeoGebra, conforme a

figura 28.
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Figura 28 — Desenvolvimento do experimento didatico-formativo.

Fonte: dados da pesquisa
Cada aluno estava com um notebook e o Professor-Pesquisador também estava
projetando a tela de seu computador, entdo foi questionado pelo Professor-Pesquisador quais
ferramentas poderiam ser utilizadas para a construgdo, logo a maioria dos alunos falaram que
lembravam da ferramenta elipse, da aula introdutéria ao GeoGebra.
Entdo, o professor-pesquisador sugeriu que o cursor do mouse fosse colocado sobre o
icone da elipse na barra de menu para que o proprio GeoGebra apresentasse as caracteristicas

dessa ferramenta, como ilustra a figura 29.

Figura 29 — Ferramenta elipse do GeoGebra.
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Fonte: dados da pesquisa

Apds a mensagem exibida pelo software, um aluno indagou:
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e Esses focos devem ser os pontos que as estacas poderiam ser fixadas.

Entao com a mediagao do Professor-Pesquisador comegamos a construgao da elipse a
partir da ferramenta de mesmo nome situada na barra de menus do GeoGebra. Para iniciarmos
a construgdo, ocultamos os eixos ¢ a malha quadriculada da janela de visualizagdo utilizando o

botao direito do mouse, conforme a figura 30.

Figura 30 — Ferramenta eixos e malhas no GeoGebra.
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Fonte: dados da pesquisa

Em seguida, marcamos dois pontos aleatorios A e B, utilizando a ferramenta ponto,
representando as estacas da resolucao do problema do jardineiro (problema gerador), conforme

a figura 31.
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Figura 31 — Criacao de dois pontos no GeoGebra.
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Fonte: dados da pesquisa

ApoOs essa etapa utilizamos a ferramenta elipse, conforme orientagdo do proprio
software, selecionamos os dois pontos ja construidos 4 e B (estacas) e marcamos o ponto C que

representasse a estaca que estaria esticado as cordas da resolucdo do problema.

Figura 32 — Construcao da elipse no GeoGebra.
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Fonte: dados da pesquisa
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Para evidenciarmos a reposta do problema do jardineiro (problema gerador)
encontrada na outra aula, ocultamos o ponto C da elipse, € com a ferramenta ponto marcamos

um novo ponto na Elipse, conforme a figura 33.

Figura 33 — Ponto da elipse no GeoGebra.
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Fonte: dados da pesquisa

Em seguida, utilizando a ferramenta segmento de reta, marcamos os segmentos AD e

BD, ilustrando a corda da resolug¢do do problema.

Figura 34 — Segmentos de reta na elipse.
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Fonte: dados da pesquisa
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Com essa constru¢do, conseguimos ilustrar a resolu¢ao do problema gerador, onde um
aluno chegou a conclusao que se o jardineiro fixa-se uma corda inextensivel em duas estacas,
com o comprimento da corda maior que a distancia entre as duas estacas, e com a corda esticada
fosse riscando o terreno, o desenho seria de uma elipse. Para essa ilustragdo no software

GeoGebra, utilizamos o comando “animar” com o botao direito no mouse sobre o ponto D.

Figura 35 — Animando um ponto da elipse.
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Fonte: dados da pesquisa

ApOs esta etapa, todos os alunos conseguiram compreender a resolu¢do do problema
através da construcao realizada no GeoGebra. Com a animagado do ponto D da elipse construida,

uma aluna ressaltou:

e Seacorda utilizada pelo jardineiro ndo estica € nem diminui o seu
comprimento durante a demarcacdo do desenho, ela ndo pode mudar de
tamanho, entdo a soma do comprimento da corda que liga as estacas até o ponto

em que a corda esta sendo esticada sempre serd igual.

Outro aluno comentou:
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e Isso mesmo. Se pegarmos o comprimento do segmento de reta AD e somarmos com o
comprimento do segmento de reta BD, sempre teremos o mesmo resultado, que ¢ o

comprimento total da corda.

Entdo, o Professor-Pesquisador sugeriu que tais hipoteses fossem testados utilizando
a construcao no GeoGebra, entdo como o segmento de reta AD, foi nomeado f ¢ o segmento
de reta BD, foi nomeado g; no campo de entrada do software digitamos: '+ g. Logo, validamos

as hipdteses levantadas anteriormente, como ilustra a figura a seguir.

Figura 36 — Soma dos comprimentos dos segmentos de reta.
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Fonte: dados da pesquisa

Diante do que foi exposto, apos a construgdo realizada no GeoGebra e a animagao do
ponto os alunos conseguiram enxergar a resolucdo do problema do jardineiro (problema
gerador) de forma dinamica, atingindo o conceito nuclear do objeto matematico Elipse, que ¢ a
sua propria definicdo: elipse € o conjunto de todos os pontos de um plano cuja soma das
distancias a dois pontos fixos desse plano é constante.

Segundo Vygotsky (2000, p.237), a formagdo de conceitos surge sempre durante o
processo de resolucdo de algum problema que se coloca para o pensamento do adolescente,

com a resolucdo desse problema surgem os conceitos. Quando o aluno entra em atividade
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realizando a construgdo da elipse no GeoGebra a partir da resolucdo do problema gerador, ele
esta construindo conhecimento a partir do movimento do abstrato para o concreto. Assim,
entendemos que o aluno, conseguiu atingir a ascensdo dos conhecimentos abstratos aos

conhecimentos concretos.

6.4 Quarto encontro — Elementos da Elipse no GeoGebra

Neste momento, dedicamos a identificacdo dos elementos da elipse e suas equacdes
reduzidas, utilizando o software GeoGebra, conforme figura. Partimos da definicdo da elipse
para construcéo e identificacdo dos elementos da elipse.

Figura 37 — Momento da construcéo dos elementos da elipse no GeoGebra.

Fonte: dados da pesquisa

Consideremos dois pontos distintos, F1 e F2, tal que a distancia d(F1, F2) = 2c, e um
namero real positivo a com 2a > 2c.

Chamando de 2a a constante relatada na definicdo, um ponto P pertence a elipse se, e
somente se, d(P, F1) + d(P, F2) = 2a, como ilustra a figura 38.



Figura 38 — Definicao geométrica da elipse.

Fonte: dados da pesquisa

Com base na figura 39, podemos destacar os elementos da elipse.

Figura 39 — Elementos da elipse.

A & gl L ' > da, L 2b

Fonte: dados da pesquisa
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Quadro 2 — Elementos da Elipse

ELEMENTOS DA ELIPSE

Focos Sdo os pontos Fi e Fo..
Distancia focal E a distancia 2c entre os focos.
Centro E o ponto médio C do segmento F1F2.

E 0 segmento A1A; de comprimento 2a (este segmento contém os

Eixo maior
focos).
_ E o segmento B1B2 de comprimento 2b e perpendicular a A1A2 no seu
Eixo menor o
ponto medio.
Vértices S&o os pontos Az, A2, B1 e Bo.

Fonte: dados da pesquisa

A partir da figura, temos que Bz2F2 = a pois BzF1 + B2F2 = 2a, que é a definicdo da
elipse e B2F1 = BaFo.

Assim, do triangulo retangulo B,CF, temos que: a? = b? + ¢2. Essa igualdade mostra
queb<aec<a.

Também apresentamos a excentricidade da elipse, que € um namero real obtido por:
e = 2,0nde(0<e<1).

A excentricidade € responsavel pela “forma” da elipse: elipses com excentricidade
préximas a zero sdo aproximadamente circulares, enquanto elipse com excentricidade préxima
a um sdo achatadas.

Seja a elipse de centro C(0,0), consideramos dois casos, 0 primeiro quando o0 eixo
maior esta sobre o eixo das abscissas.

Seja P(x, y) um ponto qualquer de uma elipse de focos F1 (-c, 0) e F2 (c, 0), de acordo

com a defini¢do temos que d(P, F1) + d(P, F2) = 2a, logo
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Figura 40 — Elipse no sistema ortogonal de coordenadas com focos no eixo Xx.

.“

P(x, y)

VA
w 60 ) ¥

Fonte: dados da pesquisa

|PF1] + |PF2| = 2a (1.11)
isto é,

Jx +0)2+ y2+ J(x—c)2+ y2=2a

\/(x +c)?+ y?2 =2a-— \/(x—c)2+ y2.

Elevando ao quadrado ambos os membros da equagéo e simplificando, temos

x2—2cx+ c?+ y?=4a? —4a\J(x + )2 + y2 + x? + 2cx + c? + y?
aJ(x+ )2 +y2 = a% +cx.
Elevando ao quadrado e simplificando novamente:
a?(x? 4+ 2cx + c? + y?) = a* + 2a%cx + c?x?
(a? — c?)x? + a’y? = a?(a® — ¢?).

Do triangulo F1F2P, da Figura 18, temos que 2c < 2a, assim, ¢ < a e, portanto, a? — ¢? > 0.

Seja b? = a? — c?. Entdo, a equacdo da elipse torna-se

b%x? + a’y? = a’b?.
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Se ambos 0s membros da equacdo forem divididos por a?b?, temos

2 2

X y
az ' bz

O segundo caso consiste se os focos de uma elipse estiverem localizados no eixo Oy

em (0, £c), conforme a Figura 20. Entdo, a equacdo da elipse sera:

Figura 41 — Elipse no sistema ortogonal de coordenadas com focos no eixo y.

.\‘

(—b, 0) (b, 0)

=Yy

Fonte: dados da pesquisa

6.5 Quinto Encontro — Construcio da Elipse no GeoGebra a partir da equacio reduzida
Este momento foi dedicado a construgdo de uma elipse centrada na origem e eixo
maior sobre o eixo das abscissas, essa construcdo foi realizada a partir da equacéo reduzida e

dos elementos da elipse abordadas no ultimo encontro.
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Para o inicio da construcdo ocultamos os eixos e as malhas no GeoGebra para que a
visualizacao da elipse e de seus elementos ficassem mais evidentes, ja que trabalharemos de

forma generalizada utilizando a ferramenta de controle deslizante, como ilustra a figura 42.

Figura 42 — Ferramenta controle deslizante do GeoGebra.
» e 4=
+

2% Controle Deslizante

ABC Texto

M [nserir Imagem

Botao

7® Caixa para Exibir / Esconder Objetos

a=1 Campo de Entrada

Fonte: dados da pesquisa

Para a utilizacdo da ferramenta do controle deslizante, clicamos em qualquer lugar
livre na janela de visualizacdo para criar um controle deslizante para um numero ou angulo.
Imediatamente é apresentada uma janela de didlogo que permite a especificacdo do nome,
intervalo e incremento do nimero ou angulo, bem como o alinhamento e largura do controle
deslizante.

Para a nossa construcdo utilizamos o nome do controle deslizante a com intervalo
definido entre 1 e 100 com incremento 1, como mostra a figura 43.

Figura 43 — Configuracao do controle deslizante a.

Controle Deslizante
Nome
a=1
@ Nuamero Angulo Inteiro
Intervalo Controle Deslizante Animacao
min max Incremento
1 100 1

Fonte: dados da pesquisa
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Como apresentado na figura 44, apos as configuracdes na janela de didlogo o controle

deslizante é ilustrado dessa forma na janela de visualizag&o.

Figura 44 — Controle deslizante a.

¢ GeoGebra Classic

(K] A2 74X D> OO &N =

a=1 N a=1

O1. 100 () ®

+

Fonte: dados da pesquisa

Seguindo a construcgdo da elipse a partir de sua equacéo reduzida, repetimos 0S mesmos
passos para a construcdo do controle deslizante b, com as mesmas configuragdes do controle

deslizante a.

Figura 45 — Configuragdo do controle deslizante b.

Controle Deslizante

Nome

b=1
@® Nimero Angulo Inteiro
Intervalo Confrole Deslizante Animacao
min max Incremento
1 100 1

emvceinr ([

Fonte: dados da pesquisa

Apos os controles deslizantes a e b serem configurados, eles ficaram dispostos na

janela de visualizagdo conforme apresenta a figura 46.



Figura 46 — Controles deslizante a e b.

¢} GeoGebra Classic

Y

KA D> OO &L N 2D
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=1
O a
1l @ 100 (»
b=1
b=1
O
1 @ 100 ()
-

Fonte: dados da pesquisa

Assim, com os controles deslizantes configurados, no campo de entrada, digitamos a
equacéo da elipse centrada na origem com eixo maior no eixo das abscissas, conforme ilustra a
figura 47.

Figura 47 — Equacao da elipse no campo de entrada.

¥ GeoGebra Classic

'A/}bGQJ‘\g%

O a 1 N a=1

1 @ 100 ()

b=1

® b=1 :

1 @ 100 (»

%2 y2

@ cal 2T 1
+

Fonte: dados da pesquisa

Neste momento, o Professor-Pesquisador apresentou que os controles deslizantes a e

b poderiam ser alterados, conforme ilustra a figura 48.
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Figura 48 — Elipse com eixo maior em x.

€ GeoGebra Classic

(B]or OO LN =

O N a=16
1 o 100 (»
. b=9
® b=09 H -
1 —@ 100 (»

O eql:x® /162 +y2 /2 =1

Fonte: dados da pesquisa

Logo, os alunos foram fazendo as modificagdes e relacionando os conhecimentos

construidos nas aulas anteriores. Destacamos aqui 0 comentario de uma aluna:

e Seovalor de b for maior que o de a, 0 eixo maior da elipse fica no eixo y.

Figura 49 — Elipse com eixo maior em x.

Fonte: dados da pesquisa

Continuando a construcdo da elipse e de seus elementos a partir da equacao reduzida,

0 Professor-Pesquisador ressaltou que, como a equacdo inserida no campo de entrada, era de
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uma elipse centrada na origem com eixo maior no eixo das abscissas o0 controle deslizante a

sempre deveria estar maior que o controle deslizante b.

Entdo, inserimos no campo de entrada a equacao dos focos da elipse, como mostra a

figura 47, no GeoGebra inserimos o seguinte comando: ¢ = srqt(a”2-b"2).

Figura 50 — Equacéo dos focos.

@ iR/ 4y /=1

— 1323

AL OO LN e
16 Y a=16
@ (—- 00 ® *
e °° H ';g
1 =gy w0 ()

Fonte: dados da pesquisa

Apds esta etapa, inserimos as coordenadas dos focos da elipse no comando de entrada

Fi1=(c, 0)e F2=(-c, 0).

Figura 51 — Coordenadas dos focos F1 = (c, 0) e F> = (-c, 0).

Fi = (c,0)
—(13.23,0)
Fo = (—¢0)

— (-13.23,0)

(2 GeoGebra Classi
* ~ £ . . +
IR S G UP NN
P 16 N a=16
J— w0 -
b=9
b=19 :
1 =@ w @®
eqlixd /167 + 2 /07 =1 :
c=al_b 3
— 57 B

Fonte: dados da pesquisa

Também inserimos a equacdo da excentricidade da elipse segundo a figura 52.



Figura 52 — Excentricidade no campo de entrada.

€ GeoGebra Classic

k]od ~ L > 0O 4L N 2

Rk
a=16 P a
® 1 ® 100 (»

16

b=
®

©

b=9 :
1 =@ 100 (®»

eql: x? /162 4+ y? / 92 =1

@

@

c = a2 —p? i
— 13.23 [ =~ |
F, = (c,0)
— (13.23,0)
F2 = (—¢,0)
— (-13.23,0)

c
e=°S
a

— 0.83

Fonte: dados da pesquisa
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Apés essas etapas, reservamos um momento para que os alunos pudessem manusear a

elipse construida e analisar o comportamento de seus elementos. Ressaltamos outro comentario

de um aluno:

e Quanto maior a diferenca entres os valores de a e b, maior sera a distancia

entre os dois focos.

Figura 53 — Manuseio da distancia focal.

€ GeaGebra Classic

T S A See 4z
G| o 7 - @ oL PN 3

® a=64
1 ® we
b =49
b 9 : 6
1 ® 100 @®

egl: = /642y j 492 = 1
e = /a? - B?
— 4117

F1 = (c,0)

— (4117, 0)

Fa = (—¢,0)

+ (-41.17, 0}

Fonte: dados da pesquisa
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A partir do comentario desse aluno, outro aluno disse:

e Isso mesmo. E quanto menor a diferenca, os focos vdo se aproximando e a
elipse vai ficando mais arredondada. Se os focos ficarem em cima do outro, a
elipse vira uma circunferéncia e sua excentricidade fica igual a 1.

Diante disso, o Professor-Pesquisador instigou para que a partir desses comentarios 0s
alunos fizessem essas modificacbes no arquivo construido no GeoGebra, como ilustra a figura
54.

Figura 54 — Focos coincidentes.

{7 GeoGebra Classic

Bl > @O &N =2

O a 64 .'qb-" a=64
1 °o 00 ®
b =64
b = 64 : B
® &
1 o 00 ®

O eql: «? [/ 642 + y? [ 642 1

c = y/a? —b?
— 0
Fi = (c,0)
(O]
S =00
F2 = (—¢,0)

— (0, 0)

Fonte: dados da pesquisa.

Durante todas as etapas, os alunos fizeram conex@es entre técnicas operatorias e
contetdos ja aprendidos, viabilizando a percep¢do do conceito nuclear da elipse, trabalhar com
0 que é nuclear, o que € a relagéo geral principal do objeto matematico € valioso para 0 processo
de ensino-aprendizagem da Matematica e se demonstrou importante ao longo da realizacao

desse experimento didatico-formativo.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Esta pesquisa, conforme retratada, apresentou como objetivo principal, analisar as
contribuicdes da Teoria do Ensino Desenvolvimental e da Investigacdo Matematica no processo
de ensino-aprendizagem da elipse na 3?2 série do Ensino Médio. Com base nos pressupostos de
nosso referencial tedrico, buscamos responder ao seguinte problema de pesquisa: como a
Investigacdo Matemética com o GeoGebra, baseada nos pressupostos da Teoria do Ensino
Desenvolvimental, poderia contribuir para o processo de ensino-aprendizagem da elipse, na 32
série do Ensino Médio do Colégio Estadual Rafael Nascimento?

Apds todas as reflexdes tendo esta pergunta como norte, voltamos para a analise dos
dados coletados e ao referencial tedrico adotado nesta pesquisa.

Para tanto, construimos um experimento didatico-formativo que foi apresentado no
quarto capitulo deste trabalho. O experimento didatico-formativo, em nossa avaliacdo, além de
contribuir para que o aluno percebesse o conceito nuclear da elipse atraves da resolucdo do
problema gerador e da utilizagdo do software GeoGebra. Na aplicacdo do experimento, 0s
alunos conseguiram usar o conceito nuclear da elipse na resolucdo do problema gerador, bem
como, nas atividades desenvolvidas utilizando o GeoGebra.

Ressaltamos o movimento de ascensdo do abstrato ao concreto, durante o
desenvolvimento do experimento-didatico formativo meio das atividades realizadas, para que
o aluno de forma ativa experimentasse movimento, formando uma unidade dialética em
beneficio do avanco cognitivo.

O desenvolvimento desta pesquisa apoiada na Teoria do Ensino Desenvolvimental e
na Investigacdo Matematica com o GeoGebra foi de suma importancia para a anélise da
ampliacdo da Zona de Desenvolvimento Proximal dos alunos durante a aplicacdo experimento
didatico-formativo. Pois, todas as atividades, partindo do problema gerador, exploraram
diversas técnicas operatorias, manipulacdo dos objetos matematicos no software GeoGebra,
mesmo que, algumas vezes, alguns conteddos ja fossem conhecidos, corroboraram para a
construcdo de um novo conhecimento.

Nesta pesquisa, através de nosso produto educacional (experimento didatico-
formativo), foi apresentada uma alternativa para se desenvolver o ensino de Matematica de
forma participativa, onde o professor atua como mediador do conhecimento e os alunos sao

protagonistas na constru¢ao do conhecimento matematico.
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A Teoria do Ensino Desenvolvimental e a Investigacdo Matematica com o GeoGebra
colaboraram positivamente para o percurso desta pesquisa. Podemos notar que os alunos
durante a aplicacdo do experimento didatico-formativo foram protagonistas na construcéo de
seu préprio conhecimento, desde a primeira etapa da resolugdo do problema gerador.

Durante todas as etapas, os alunos fizeram conex@es entre técnicas operatorias e
conteudos ja aprendidos, viabilizando a percepg¢édo do conceito nuclear da elipse, trabalhar com
0 que é nuclear, o que € a relacéo geral principal do objeto matematico € valioso para 0 processo
de ensino-aprendizagem da Matemaética e se demonstrou importante ao longo da realizagdo do
nosso experimento didatico-formativo sobre a Elipse.

Os materiais produzidos pelos alunos, os diadlogos produzidos por meio de gravacdes
de audio e as observagdes anotadas no diario de campo do Professor-Pesquisador, nos levam a
perceber os compartilhamentos de experiéncias e de construcdo do conhecimento.

Evidenciamos, também, o papel coadjuvante do software GeoGebra, onde os alunos
conseguiram perceber a relacdo entre o tratamento geométrico e algébrico da elipse, durante os
encontros, facilitando o entendimento dos elementos e da resolucdo do problema gerador.

Para finalizar nossas consideracfes, destacamos a importancia da Teoria do Ensino
Desenvolvimental e da Investigagdo Matematica com o GeoGebra para a nossa analise da das
contribuicbes no ensino da Elipse na 3% série do Ensino Médio, pois possibilitou a
ressignificacdo da pratica docente do Professor-Pesquisador. A utilizacdo desse referencial
tedrico em nossa pesquisa nos permitiu evidenciar a importancia de o aluno ser protagonista no
processo de construcdo do conhecimento e a necessidade da atuacdo do professor como

mediador desse conhecimento.
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APRESENTACAO

Este produto educacional foi desenvolvido como parte da dissertacdo de Mestrado em
Educacdo para Ciéncias e Matematica do Instituto Federal de Educac&o, Ciéncia e Tecnologia
de Goias — Campus Jatai e consiste em um experimento didatico-formativo aportado nos
pressupostos da Teoria do Ensino Desenvolvimental e na Investigacdo Matematica com o
GeoGebra para o ensino da Elipse na 32 série do Ensino Médio.

Ao elaborarmos este material, levamos em conta a motivagéo para o desenvolvimento
da pesquisa, onde buscamos alternativas metodolégicas para o ensino de Matematica, pois
acreditamos que um ensino pautado na memorizacao e repeticdo de algoritmos nédo proporciona
uma aprendizagem dindmica e significativa.

Essa sequéncia didatica tem como objetivo principal dinamizar o processo de ensino-
aprendizagem da Elipse na 3? série do Ensino Médio de acordo com os pressupostos da Teoria
do Ensino Desenvolvimental e a Investigacdo Matematica com o GeoGebra.

No decorrer desse texto, é apresentado uma atividade que a partir de um problema
gerador pode ser aplicada em sala de aula com o objetivo de, na resolugdo do problema, por
parte do aluno, auxiliado pelo professor, chegar ao conceito nuclear da Elipse.

Este experimento didatico-formativo foi aplicado em uma turma da 32 série do Ensino
Médio do Colégio Estadual Rafael Nascimento em Montividiu - GO e desta aplicacdo
obtivemos bons resultados, ja que os alunos conseguiram atingir o conceito nuclear da Elipse a

partir do problema gerador.

1 EXPERIMENTO DIDATICO-FORMATIVO

Para a elaboracdo do experimento didatico-formativo, partimos da seguinte questéo:
“Como a Investigacdo Matematica com o GeoGebra, baseada nos pressupostos da Teoria do
Ensino Desenvolvimental, poderia contribuir para o processo de ensino-aprendizagem da
elipse, na 3? série do Ensino Médio do Colégio Estadual Rafael Nascimento?”

Assim, o experimento didatico-formativo foi elaborado a partir dos pressupostos da
Teoria do Ensino Desenvolvimental e da Investigacdo Matematica com o GeoGebra,
ressaltando a importancia da acéo do professor como mediador e 0s alunos serem responsaveis

pela construcdo de seu conhecimento.
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Como referencial tedrico, pautamos a pesquisa no trabalho de Davydov (1930-1998),
que dedicou seus estudos ao Ensino Desenvolvimental. Essa teoria € um desdobramento da
aplicacdo pedagdgica da teoria histérico-cultural, “fundada por Vygotsky (1896-1934) e
desenvolvida por Luria (1902-1977), Leontiev (1903-1979), Galperin, Elkonin (1904-1984),
entre outros colaboradores” (LIBANEO; FREITAS, 2015, p.327).

Para Davydov, o estudo em ambientes escolares, se organizado, pode contribuir para
0 desenvolvimento mental da crianca, sendo a formacgéo de conceitos cientificos uma etapa
importante do processo de conhecimento, € 0 pensamento teorico, a etapa superior deste
processo. E mais, fundamentado na teoria historico-cultural de Vygotsky, elaborou 0 método
do experimento didatico-formativo com o objetivo de “investigar os processos de surgimento
de novas formag&es mentais nos alunos durante a atividade de estudo” (LIBANEO; FREITAS,
2015, p.340).

Segundo Davydov (1988), o método de intervencdo didatica é considerado a forma
mais eficiente de intervencéo nos processos mentais dos alunos. Por ser um método de pesquisa,
ele se baseia na organizacgdo e na reorganizacdo dos programas de ensino e dos procedimentos
necessarios para concretiza-los, utilizando procedimentos que formam ativamente nos alunos
um novo nivel de desenvolvimento das capacidades mentais (DAVYDOV, 1988).

Assim, Freitas (2007), ao explicar que o experimento didatico-formativo é uma
investigacdo que resulta em conhecimento sobre as mudancas no sujeito durante o processo de
ensino-aprendizagem, explica:

A investigacdo resulta em um conhecimento que busca explicar o objeto estudado (fungdes
psicolégicas), buscando também resultar em mudanca qualitativa no sujeito investigado. No
experimento didatico, o que se busca é a explicagdo histérica das mudancgas qualitativas no
pensamento do sujeito, mudancas estas que sdo investigadas como uma cadeia complexa de
processos inseparaveis de aprendizado, decorrentes da realizacdo de uma tarefa proposta no
experimento e contida no modo como este se encontra organizado. A tarefa proposta e os
passos da tarefa estdo ancorados em um determinado conceito cientifico a ser aprendido. A
organizacao desses passos estd ancorada em principios tedricos da teoria histdrico-cultural e
da teoria do ensino desenvolvimental. Esses passos, ao serem cumpridos pelos sujeitos
participantes exigem determinado movimento do pensamento, movimento este que pode
resultar em mudancas na sua qualidade em relagéo ao contetido da tarefa, ou seja, o conceito
cientifico. Em outras palavras: no decorrer do experimento acontece aquisicdo de atos
mentais, atos esses que contribuem para reorganizar o pensamento, as opera¢fes mentais
realizadas pelo sujeito. (FREITAS, 2007, p. 11)

Assim, nesta pesquisa, 0 experimento didatico-formativo é concebido como um
procedimento investigativo que permite a analise da aprendizagem do conceito de Elipse,
ressaltando a relagdo entre a organizacgdo do ensino fundamentado nos pressupostos da Teoria

do Ensino Desenvolvimental e da Investigacdo Matematica com o GeoGebra, de modo que 0s
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conhecimentos apropriados sejam mediadores de acGes mentais, que resultam em mudancas
nas fungdes cognitivas.

O experimento didatico-formativo buscou, dentre outras coisas, impulsionar o
desenvolvimento cognitivo dos alunos, atuando no modo de estruturar o processo de ensino-
aprendizagem da Elipse, passando por um processo de construcdo da relacdo nuclear desse

conceito, seguido por uma modelacao no software GeoGebra.

1.1 Primeiro encontro — Introducéo ao software GeoGebra

No primeiro encontro o principal objetivo é a apresentacdo da interface do software
GeoGebra e suas principais ferramentas.

Com a utilizacdo de um projetor o professor apresenta a interface padrdo do GeoGebra:
barra de menus, barra de ferramentas, janela de algebra, campo de entrada, janela de

visualizagdo e a lista de comandos, como ilustrado na figura 1.

Figura 1 — Interface do software GeoGebra.

+ P Y Arquive
+ Novo
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™ Exportar Imagem
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& Visualizar Impressao
2 Editar
Disposigoes

Exibir

Configuragdes
Ferramenlas
Ajuda & Feedback

Entrar.

Fonte: dados da pesquisa

E importante ressaltar, nesse momento, que na barra de menus estdo dispostas as
opcdes para salvar o arquivo e as configuragdes gerais. Na barra de ferramentas sdo
concentradas todas as ferramentas para a construcao de pontos, retas, figuras geométricas, obter
medidas de objetos, intersecdo entre objetos, entre outros. A janela de algebra é caracterizada

pela exibicdo das coordenadas, equacbes, medidas e outras caracteristicas dos objetos
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construidos. O campo de entrada é dedicado a digitacdo de comandos e/ou equacdes. Na janela
de visualizacdo sdo apresentados os graficos dos objetos que possuem representacao
geomeétrica.

Como as ferramentas mais utilizadas estdo na barra de ferramentas, é importante fazer
uma breve apresentacdo de cada ferramenta e suas principais aplicabilidades, conforme as
figuras 15-25.

Figura 2 — Ferramenta mover do GeoGebra.
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Fonte: dados da pesquisa

Figura 3 — Ferramenta ponto do GeoGebra.
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Fonte: dados da pesquisa



Figura 4 — Ferramenta reta do Geogebra.
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Fonte: dados da pesquisa

Figura 5 — Ferramenta reta perpendicular no GeoGebra.
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Fonte: dados da pesquisa

Figura 6 — Ferramenta poligono do GeoGebra.
v [AS L0044 N =
+

..‘:\/- Poligono

Q Poligono Regular

..‘t& Poligono Rigido

D- Poligono Semideformavel

Fonte: dados da pesquisa



Figura 7 — Ferramenta circulo do GeoGebra.
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Fonte: dados da pesquisa

Figura 8 — Ferramenta conicas do GeoGebra.
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Fonte: dados da pesquisa

Figura 9 — Ferramenta angulo do GeoGebra.
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Fonte: dados da pesquisa.



Figura 10 — Ferramenta reflexdo do GeoGebra.
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Fonte: dados da pesquisa

Figura 11 — Ferramenta controle deslizante.
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Fonte: dados da pesquisa

Figura 12 — Ferramenta mover do GeoGebra.
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E importante ao finalizar essa atividade, reservar um momento final para que os alunos
possam manusear as ferramentas e criar objetos de forma aleatoria, destacando a principal
funcionalidade do software que é integrar os tratamentos algébricos e geométricos dos objetos
matematicos.

1.2 Segundo Encontro — Problema Gerador

Neste encontro o principal objetivo é a apresentacéo e a resolucéo do problema gerador
para que os alunos possam identificar o conceito nuclear da elipse.

Neste encontro deveréa ser entregue a cada aluno o problema gerador de forma impressa
para o inicio da resolucdo, a partir da leitura individual. Apos essa etapa o problema pode ser
projetado para toda a turma para que seja realizada uma leitura em grupo e o compartilhamento

de possiveis estratégias para a resolucéo do problema.

Figura 13 — Problema do jardineiro.

Um jardineiro, certa vez, encontrou W‘S
uma folha no formato de uma elipse.
Entdo, ele resolveu utilizar aquele

E —7 formato para um novo canteiro de
4

[ —

flores. Como ele pode fazer para que
o canteiro fique nesse formato?

y

Fonte: dados da pesquisa

Este problema motivador cumpre os quatro passos da metodologia da Investigacao
Matematica em Sala de Aula de Ponte et al (2013, p. 21). Pois, a exploracdo e a formulacdo da
questdo, ja é intrinseca ao problema e propde o levantamento de conjecturas.

Nesse momento o software GeoGebra ndo sera utilizado, pois a intencdo € que 0s
alunos tentem resolver o problema a partir de conhecimentos prévios. O professor pode
apresentar algumas questdes auxiliares como:

e Se a folha encontrada pelo jardineiro tivesse o formato de um quadrado, de um

retangulo ou de um circulo? Como ele poderia fazer o canteiro de flores nesses

formatos?
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Ao finalizar a atividade do problema motivador, a intencdo é que os alunos se sintam
desafiados e empolgados para a resolugéo. Logo, em consonancia com nosso referencial tedrico
a interacdo coloca em movimento varios processos de desenvolvimento que, sem a ajuda
externa, seriam impossiveis de ocorrer. Esses processos se internalizam e passam a fazer parte

das aquisi¢des do seu desenvolvimento individual (REGO, 2007, p. 74).

1.3 Terceiro encontro — Construcéo da Elipse no GeoGebra

Este encontro é dedicado a construcdo da elipse utilizando o software GeoGebra a
partir da resolucdo do problema gerador do encontro anterior. Durante essa atividade, o objetivo
¢ atingir a Zona de Desenvolvimento Proximal dos alunos, através da utilizacdo do problema
gerador e do software GeoGebra, pelas relagdes com os colegas e a mediagéo da atividade pelo
professor. Com a utilizagdo do GeoGebra é possivel a testagem de conjecturas e a integracao
entre os tratamentos algébricos e geométricos da elipse.

E esperado que os alunos, com o auxilio do professor, cheguem a um consenso,
préximo a resolugédo do problema do jardineiro (problema gerador), que poderiam ser utilizadas
duas estacas com uma corda inextensivel com comprimento maior que a distancia entre as
estacas e esticando essa corda com outra estaca e marcando o terreno teria o formato de uma
elipse. Entdo, a partir desse resultado serd iniciado o estudo no software GeoGebra partindo da
ferramenta elipse.

Figura 14 — Ferramenta elipse do GeoGebra.
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Fonte: dados da pesquisa

Entdo com a mediacdo do professor a construcao da elipse pode ser iniciada a partir
da ferramenta de mesmo nome situada na barra de menus do GeoGebra. Para o inicio da
construcdo, os eixos e a malha quadriculada deverdo ser ocultados da janela de visualizagdo

utilizando o botéo direito do mouse, conforme a figura 15.



Figura 15 — Ferramenta eixos e malhas no GeoGebra.
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Fonte: dados da pesquisa
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Em seguida, sdo marcados dois pontos aleatérios A e B, utilizando a ferramenta ponto,

representando as estacas da resolucdo do problema do jardineiro (problema gerador), conforme

a figura 16.

Figura 16 — Criacgdo de dois pontos no GeoGebra.

Fonte: dados da pesquisa.

ApOs essa etapa utilizando a ferramenta elipse, conforme orientagdo do préprio

software, sdo selecionados os dois pontos ja construidos A e B (estacas) e marcado o ponto C

que representa a estaca que estaria esticando as cordas da resolugéo do problema.
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Figura 17 — Construcéo da elipse no GeoGebra.
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Fonte: dados da pesquisa
Para evidenciarmos a reposta do problema do jardineiro (problema gerador)
encontrada na outra aula, ocultamos o ponto C da elipse, e com a ferramenta ponto marcamos

um novo ponto na Elipse, conforme a figura 18.

Figura 18 — Ponto da elipse no GeoGebra.
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Fonte: dados da pesquisa.
Em seguida, utilizando a ferramenta segmento de reta, marcamos os segmentos AD e

BD, ilustrando a corda da resolugéo do problema.
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Figura 19 — Segmentos de reta na elipse.
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Fonte: dados da pesquisa

Com essa construgdo, conseguimos ilustrar a resolugédo do problema gerador, onde um
aluno chegou a conclusdo de que se o jardineiro fixa uma corda inextensivel em duas estacas,
com o comprimento da corda maior que a distancia entre as duas estacas, e com a corda esticada
fosse riscando o terreno, o desenho seria de uma elipse. Para essa ilustracdo no software

GeoGebra, utilizamos o comando “animar” com o botao direito no mouse sobre o ponto D.

Figura 20 — Animando um ponto da elipse.
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Fonte: dados da pesquisa.

ApOs esta etapa, € esperado que os alunos consigam compreender a resolucdo do

problema através da construcdo realizada no GeoGebra.
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Assim, o professor pode sugerir que as hipdteses sejam testadas utilizando a
construcdo no GeoGebra. A seguir ilustramos a hipdtese apresentada por uma aluna durante a
aplicacdo do experimento didatico-formativo. Entdo, como o segmento de reta AD, foi
nomeado f e o segmento de reta BD, foi nomeado g; no campo de entrada do software
digitamos: f + g. Logo, validamos as hipoteses levantadas anteriormente, como ilustra a figura

a sequir.

Figura 21 — Soma dos comprimentos dos segmentos de reta.

¥ GeoGebra Classic
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@
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o
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Fonte: dados da pesquisa

Diante do que foi exposto, apds a construcao realizada no GeoGebra e a animacdo do
ponto espera-se que 0s alunos consigam enxergar a resolucdo do problema do jardineiro
(problema gerador) de forma dindmica, atingindo o conceito nuclear do objeto matematico
Elipse, que ¢é a sua propria definigdo: elipse é o conjunto de todos os pontos de um plano
cuja soma das distancias a dois pontos fixos desse plano é constante.

Segundo Vygotsky (2000, p.237), a formacdo de conceitos surge sempre durante o
processo de resolucdo de algum problema que se coloca para o pensamento do adolescente,
com a resolucdo desse problema surgem os conceitos. Quando o aluno entra em atividade

realizando a construcdo da elipse no GeoGebra a partir da resolucdo do problema gerador, ele
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estd construindo conhecimento a partir do movimento do abstrato para o concreto. Assim,
entendemos que o aluno, conseguiu atingir a ascensdo dos conhecimentos abstratos aos

conhecimentos concretos.

1.4 Quarto encontro - Elementos da Elipse no GeoGbera

Neste momento, dedicamos a identificacdo dos elementos da elipse e suas equacdes
reduzidas, utilizando o software GeoGebra, conforme figura. Partimos da definicdo da elipse
para construcéo e identificacdo dos elementos da elipse.

Consideremos dois pontos distintos, F1 e F2, tal que a distancia d(F1, F2) = 2c, e um
namero real positivo a com 2a > 2c.

Chamando de 2a a constante relatada na definigdo, um ponto P pertence a elipse se, e
somente se, d(P, F1) + d(P, F2) = 2a, como ilustra a figura 22.

Figura 22 — Definicdo geométrica da elipse.

Fonte: dados da pesquisa

Com base na figura 23, podemos destacar os elementos da elipse.
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Figura 23 — Elementos da elipse.

A d Mgr . ’ L VR 2b

Fonte: dados da pesquisa

Quadro 1 — Elementos da Elipse

ELEMENTOS DA ELIPSE

Focos Sé&o os pontos F1 e Fo».
Distancia focal E a distancia 2c entre os focos.
Centro E 0 ponto médio C do segmento FiF2.

E 0 segmento A:1A; de comprimento 2a (este segmento contém os

Eixo maior
focos).
) E 0 segmento B1B de comprimento 2b e perpendicular a A1A2 no seu
Eixo menor o
ponto medio.
Vértices S&o os pontos Az, Az, B1 e Bo.

A partir da figura, temos que BzF2 = a pois BzF1 + BaF2 = 2a, que é a definicdo da

elipse e B2F1 = BzFo.
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Assim, do tridngulo retangulo B,CF, temos que: a? = b? + ¢?. Essa igualdade mostra
queb<aec<a.

Também apresentamos a excentricidade da elipse, que € um namero real obtido por:
e= 2,0nde(0<e<1).

A excentricidade ¢ responsavel pela “forma” da elipse: elipses com excentricidade
préximas a zero sao aproximadamente circulares, enquanto elipse com excentricidade préxima
a um sdo achatadas.

Seja a elipse de centro C(0,0), consideramos dois casos, 0 primeiro quando o eixo
maior esté sobre o eixo das abscissas.

Seja P(x, y) um ponto qualquer de uma elipse de focos F1 (-c, 0) e F2 (c, 0), de acordo
com a definigéo temos que d(P, F1) + d(P, F2) = 2a, logo

Figura 24 — Elipse no sistema ortogonal de coordenadas com focos no eixo Xx.

YA

Fonte: dados da pesquisa

|PF1i| + |PF2| = 2a (1.11)

isto é,

Jx +0)2+ y2+ J(x—c)2+ y2=2a

J&x 402+ y2=2a— {J(x—c)2 + y2.

Elevando ao quadrado ambos os membros da equacéo e simplificando, temos
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x2—2cx+ 2+ y?=4a? —4a\J(x + )2+ y2 + x? + 2cx + c® + y?

a(x+c)?2 +y2 = a?+cx

Elevando ao quadrado e simplificando novamente:

a?(x? + 2cx + c? + y?) = a* + 2a’cx + ¢*x?

(a? — ¢®)x? + a’y? = a?(a? — c?).

Do tridngulo F1F2P, da Figura 24, temos que 2¢ < 2a, assim, ¢ < a e, portanto, a? — c? > 0.

Seja b? = a? — c?. Entdo, a equagdo da elipse torna-se

b?x? + a*y? = a*b? .

Se ambos os membros da equacéo forem divididos por a?b?, temos

2 2
Xy
2=t

O segundo caso consiste se os focos de uma elipse estiverem localizados no eixo Oy

em (0, £c), conforme a Figura 25. Entdo, a equacdo da elipse sera:
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Figura 25 — Elipse no sistema ortogonal de coordenadas com focos no eixo y.

(—b, 0) (b, 0)

=y

Fonte: dados da pesquisa

1.5 Quinto Encontro - Construcdo da Elipse no Geogebra a partir da Equacdo Reduzida
Este momento é dedicado a construcdo de uma elipse centrada na origem e eixo maior
sobre 0 eixo das abscissas, essa construcdo foi realizada a partir da equacao reduzida e dos

elementos da elipse abordadas no ultimo encontro.
Para o inicio da construcdo os eixos e as malhas sdo ocultados no GeoGebra para que

a visualizacdo da elipse e de seus elementos fiqguem mais evidentes, ja que trabalharemos de

forma generalizada utilizando a ferramenta de controle deslizante, como ilustra a figura 26.

Figura 26 — Ferramenta controle deslizante do GeoGebra.

5 [A 004N e
.

232 Controle Deslizante

ABC Texto

M [nserir Imagem

Botzo

7® Caixa para Exibir / Esconder Objetos

a=1| Campo de Entrada

Fonte: dados da pesquisa
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Para a utilizacdo da ferramenta do controle deslizante, clicamos em qualquer lugar
livre na janela de visualizacdo para criar um controle deslizante para um nimero ou angulo.
Imediatamente é apresentada uma janela de didlogo que permite a especificacdo do nome,
intervalo e incremento do nimero ou angulo, bem como o alinhamento e largura do controle
deslizante.

Para a nossa construcdo utilizamos o nome do controle deslizante a com intervalo

definido entre 1 e 100 com incremento 1, como mostra a figura 27.

Figura 27 — Configuragéo do controle deslizante a.

Controle Deslizante

Nome

1

100

a=1
@ Numero Angulo Inteiro
Intervalo Controle Deslizante Animacéao
min max Incremento

1

eancene ([

Fonte: dados da pesquisa

Como apresentado na figura 28, ap6s as configuracdes na janela de dialogo o controle

deslizante € ilustrado dessa forma na janela de visualizacéo.

Figura 28 — Controle deslizante a.

¥ GeoGebra Classic

R] A 72> OO &N 2@

a=1 N a=1

Ol. 100 () ®

+

Fonte: dados da pesquisa
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Seguindo a construcdo da elipse a partir de sua equacéo reduzida, repetimos 0s mesmaos

passos para a construcdo do controle deslizante b, com as mesmas configuracdes do controle

deslizante a.

Figura 29 — Configuracdo do controle deslizante b.

Controle Deslizante

Nome

b=1
@ Numero Angulo Inteiro
Intervalo Controle Deslizante Animacao
min max Incremento
1 100 1

CANCELAR “

Fonte: dados da pesquisa

Apbds os controles deslizantes a e b serem configurados, eles ficaram dispostos na

janela de visualizacdo conforme apresenta a figura 30.

Figura 30 — Controles deslizante a e b.

¢} GeoGebra Classic

DB E R = NO NS AR
Oal M a=1

1 @ 100 ()
) b=1
1 :
@
1 @ 100 ()

Fonte: dados da pesquisa
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Assim, com os controles deslizantes configurados, no campo de entrada, digitamos a

equacao da elipse centrada na origem com eixo maior no eixo das abscissas, conforme ilustra a
figura 31.

Figura 31 — Equacao da elipse no campo de entrada.

¥ GeoGebra Classic

(K]t 20O &N =@

a

1

oY

O a=1
1 @ w00 ()
. b=1
1 :
@
1 @ 10
x2 yz
. eql : a—2+F_1\
+

Fonte: dados da pesquisa

Neste momento, o Professor-Pesquisador apresentou que os controles deslizantes a e
b poderiam ser alterados, conforme ilustra a figura 32.

Figura 32 — Elipse com eixo maior em x.

¥ GeoGebra Classic

(k] od L PO &N =@

@ - N a=16
1 ® 100 (»
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+

Fonte: dados da pesquisa




Logo, os alunos podem fazer as modificacGes e relacionar

construidos nos encontros anteriores.

Figura 33 — Elipse com eixo maior emy.
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Fonte: dados da pesquisa

Continuando a construcdo da elipse e de seus elementos a partir da equagdo reduzida, o

professor pode ressaltar como a equacao inserida no campo de entrada, era de uma elipse centrada na

origem com eixo maior no eixo das abscissas o controle deslizante a sempre deveria estar maior que o

controle deslizante b.

Entdo, serdo inseridos no campo de entrada a equacdo dos focos da elipse, como mostra a

figura 34, no GeoGebra o seguinte comando: ¢ = srqt(a™2-b"2).

Figura 34 — Equacéo dos focos.

€2 GeoGebra Classic

DEE S o 1P
a=16 -P‘\s"

® 1 Y 100 ®
b=9 :
1 ~@

eqlisd /167 4+ y? /97 = 1

c=va?-b]

— 13.23

Fonte: dados da pesquisa
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Ap0s esta etapa, podem ser inseridos as coordenadas dos focos da elipse no comando
de entrada F1 = (c, 0) e F2 = (-c, 0).

Figura 35 — Coordenadas dos focos Fi =(c, 0) e F> = (-c, 0).

¥ GeaGebra Classic
Bl oA 7 004N = e
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Fonte: dados da pesquisa

Também sdo inseridos a equacgdo da excentricidade da elipse segundo a figura 36.

Figura 36 — Excentricidade no campo de entrada.
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Fonte: dados da pesquisa

Apés essas etapas, um momento deve ser reservado os alunos possam manusear a

elipse construida e analisar o comportamento de seus elementos.
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Figura 37 — Manuseio da distancia focal.

Fonte: dados da pesquisa

Figura 38 — Focos coincidentes.
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Fonte: dados da pesquisa

2 CONSIDERACOES FINAIS

Esta pesquisa, conforme retratada, apresentou como objetivo principal, analisar as
contribuic6es da Teoria do Ensino Desenvolvimental e da Investigacdo Matematica no processo
de ensino-aprendizagem da elipse na 3? série do Ensino Médio. Com base nos pressupostos de
nosso referencial tedrico, buscamos responder ao seguinte problema de pesquisa: como a

Investigagdo Matematica com o GeoGebra, baseada nos pressupostos da Teoria do Ensino
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Desenvolvimental, poderia contribuir para o processo de ensino-aprendizagem da elipse, na 32
série do Ensino Medio do Colégio Estadual Rafael Nascimento?

Ap0s todas as reflexdes tendo esta pergunta como norte, voltamos para a analise dos
dados coletados e ao referencial tedrico adotado nesta pesquisa.

Para tanto, construimos um experimento didatico-formativo que foi apresentado no
quarto capitulo deste trabalho. O experimento didatico-formativo, em nossa avaliacdo, além de
contribuir para que o aluno percebesse o conceito nuclear da elipse atraves da resolucdo do
problema gerador e da utilizacdo do software GeoGebra. Na aplicacdo do experimento, 0s
alunos conseguiram usar o conceito nuclear da elipse na resolucdo do problema gerador, bem
como, nas atividades desenvolvidas utilizando o GeoGebra.

Ressaltamos o movimento de ascensdo do abstrato ao concreto, durante o
desenvolvimento do experimento-didatico formativo meio das atividades realizadas, para que
0 aluno de forma ativa experimentasse movimento, formando uma unidade dialética em
beneficio do avanco cognitivo.

O desenvolvimento desta pesquisa apoiada na Teoria do Ensino Desenvolvimental e
na Investigacdo Matematica com o GeoGebra foi de suma importancia para a anélise da
ampliacdo da Zona de Desenvolvimento Proximal dos alunos durante a aplicacdo experimento
didatico-formativo. Pois, todas as atividades, partindo do problema gerador, exploraram
diversas técnicas operatorias, manipulacdo dos objetos matematicos no software GeoGebra,
mesmo que, algumas vezes, alguns conteudos ja fossem conhecidos, corroboraram para a
construcdo de um novo conhecimento.

Nesta pesquisa, através de nosso produto educacional (experimento didatico-
formativo), foi apresentada uma alternativa para se desenvolver o ensino de Matematica de
forma participativa, onde o professor atua como mediador do conhecimento e os alunos sdo
protagonistas na construcdo do conhecimento matematico.

A Teoria do Ensino Desenvolvimental e a Investigacdo Matematica com o GeoGebra
colaboraram positivamente para o percurso desta pesquisa. Podemos notar que os alunos
durante a aplicacdo do experimento didatico-formativo foram protagonistas na construcéo de
seu proprio conhecimento, desde a primeira etapa da resolucdo do problema gerador.

Durante todas as etapas, 0s alunos fizeram conex@es entre técnicas operatorias e
contetdos ja aprendidos, viabilizando a percep¢do do conceito nuclear da elipse, trabalhar com

0 que é nuclear, o que € a relagéo geral principal do objeto matematico € valioso para 0 processo
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de ensino-aprendizagem da Matematica e se demonstrou importante ao longo da realizacéo do
nosso experimento didatico-formativo sobre a Elipse.

Os materiais produzidos pelos alunos, os dialogos produzidos por meio de gravagoes
de 4udio e as observagdes anotadas no diario de campo do Professor-Pesquisador, nos levam a
perceber os compartilhamentos de experiéncias e de construcdo do conhecimento.

Evidenciamos, também, o papel coadjuvante do software GeoGebra, onde os alunos
conseguiram perceber a relacdo entre o tratamento geométrico e algébrico da elipse, durante os
encontros, facilitando o entendimento dos elementos e da resolugéo do problema gerador.

Para finalizar nossas consideracdes, destacamos a importancia da Teoria do Ensino
Desenvolvimental e da Investigacdo Matematica com o0 GeoGebra para a nossa analise da das
contribuicbes no ensino da Elipse na 3% série do Ensino Médio, pois possibilitou a
ressignificacdo da prética docente do Professor-Pesquisador. A utilizagdo desse referencial
tedrico em nossa pesquisa nos permitiu evidenciar a importancia de o aluno ser protagonista no
processo de construcdo do conhecimento e a necessidade da atuacdo do professor como

mediador desse conhecimento.
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